Lektion 14, Envariabelanalys den 23 november 1999

22 dx

6.2.2 Beridkna | ——.
V1 — 422

Det forsta vi observerar i integralen &r uttrycket i ndmnaren,

V1 — 422 (%)

Nér ett uttryck av den hér typen forekommer i en rationell integrand kan vi
forenkla uttrycket med en substitution av typen

T = asiné, ()

dér vi anpassar talet a sa att uttrycket (x) kan forenklas med den trigonometriska
ettan. I vart fall véljer vi a = 1/2 for da blir

V1—4a? = /1 —4(3sin6)? = V1 —sin*0 = |cosf|.

I substitutionen (f) svarar x-virdena mellan —a och @ mot #-virden mellan —%

och 5. Pa detta f-intervall &r cos @ positiv, sa vi kan ta bort beloppstecknen i
formeln ovan.

Med substitutionen z = % sin @ ar alltsa

22
/7d:ﬂ: {x =1lging; de = l(3089d0}
/1—932 2 2

1 gin29
:/4sm .écosedoz/ésm?ade.

cos

Den sista integralen skriver vi om med formeln for dubbla vinkeln,

:/%(1—0%29)(19: L1(9— Lsin20) +C

For att uttrycka den primitiva funktionen i den ursprungliga variabeln sétter vi
in 6 = arcsin 2.

= % arcsin 2z — 3—12 sin (2 arcsin 235) +C
= {formeln for dubbla Vinkeln}

1 . 1 . . .
= g arcsin 2z — 15 sin(arcsin 2z) - cos(arcsin 2x) + C

Uttrycket sin(arcsin 2x) kan vi direkt férenkla till 2z, men for att férenkla ut-
trycket cos(arcsin 22) behéver vi en hjdlptriangel.

2 cos(arcsin 2z) = /1 — 422

arcsin 2x

V1 — 422

Alltsa &r den primitva funktionen

= % arcsin 2x — %x\/ 1—422+C.

6.2.10 Berikna

/ V9 + z2

Uttrycket /9 + 22 #r en annan typ av uttryck som ocksa kan férenklas med en
trigonometrisk substitution. Denna gang anvénder vi formeln

1

1+ tan%0 = ——
+tan cos20

som inspiration till en substitution av typen

r = atanb, ()



dér a viljs lampligt. Med a = 3 blir vart uttryck

V9422 =/9+ (3tanh)? = 3v/1 + tanf = 3

~ Jcos@|

Precis som i foérra uppgiften svarar z-vérden i substitutionen (f) mot 6-virden
mellan —3 och 7, sa beloppstecknen kring cos ¢ kan tas bort i formeln ovan.
Med substitutionen z = 3 tan 6 blir integralen

/ 2
/ % dr = {z = 3tan6; dz = 3(1 + tan’0) df}

3 1
= [ —— ————3(1 +tan®0) do
/ cosf 34tantd (1 tan’6)
Vi kan skriva om integralen nagot med de trigonometriska formlerna

sin 6
——— och tanf=——
cos20 cos @’

1 [ cos@

9/ sin*0
I den hér integralen kénner vi igen téljaren cosf som derivatan av sinf, sa vi
substituerar ¢t = sin 6,

1+ tan%6 =

till

= {t =sinf; dt = cosfdb}

1 [dt 1 1
= C=——++C
27 sin®6

o/ m= et

For att uttrycka den primitiva funktionen i den ursprungliga variabeln x, ritar
vi en hjdlptriangel.

249
sinf = ——
2+ 9

3

Alltsa ar den primitiva funktionen

(@240
=g 1O

dx
6.2.16 Berikna _
/ 212 — a?

Det hér &r ett exempel pa den tredje och sista typen av "roten ur ett andragrads-
uttryck”. I detta fall ska vi substituera

a

cos@’

far da overgar vart kvadratrotsuttryck till

2 2
a 1 — cos“6
VaZ—a? =/ —a? =a\/| ——— = aVtan?0 = a|tanf|.
cos26 cos?6

Tyvérr kan vi i detta fall inte ta bort beloppstecknen kring tan €, utan nir x < —a
sa har vi minustecken och nér x > a sa har vi plustecken.

For att slippa beloppstecknet nér vi integrerar behandlar vi de bada fallen z >
a och x < —a separat.

x> a: Med substitutionen z = blir integralen

COs

a asin @
cosf’ dr = cos26 dé'}

dx _{
2@

/cos20 1 asin@da
o a? atanf cos20

1 in @
:¥/6089d9: %4—0.

For att skriva integralen med den ursprungliga variabeln x anvander
vi en hjilptriangel.

Jr2 _ 42
M /12 — 2 sin@zu
X
0 a

Alltsa dr den primitiva funktionen

1 Va2 — g2
__M_FC.

a? x




z < —a: Rikningarna blir som i fallet ovan, férutom att vi hela tiden har med
ett minustecken fran tangensfunktionen. En primitiv funktion dr alltsa

I de olika z-intervallen (—oo,—a) och (a,00) har vi olika primitiva funktioner.
Detta &r inget underligt utan helt naturligt.

dx

6.2.22 Berakna/m~

Vi skriver om ndmnaren till ett kvadratiskt uttryck med hjalp av kvadratkom-
plettering,

4o — 2 =4 — (x —2)°

Med en enkel substitution ¢ = z — 2 kan integralen skrivas

/(4_(; )3/2—{t—x 2} / 3/2

Standardsubstitutionen i detta fall ar

t = 2sin6.
Integralen blir

t— 2sinf; dt = 2c059d9}

/ 2cosfdf 1 / df
23 cos30 4 ) cosf
1y
1

1
=1+ tan2d = —}
tan +tan cos26

tanf + C.

Vi anvidnder en hjélptriangel for att uttrycka den primitiva funktionen i t-
variabeln, och dédrmed i z-variabeln.

22 dx

6.2.26 Berakna/m.

I integrandens ndmnare kdnner vi igen uttrycket 1 + z? som #r ett av dessa
kvadratiska uttryck som, trots att vi inte har nagon kvadratrot, limpar sig for
en trigonometrisk substitution.

22 dx 9 dz
tan26 1 sin 6
= [ — " d0={1+tan’0= ——; tanf =
/ 1+ tan?6 { + tan cos2g’ ! COSH}

= / sin®0 df = {formeln for dubbla vinkeln}
= /%(1 —cos20)df = 16— Lsin20+C

= {formeln fér dubbla vinkeln}

2%9—%0089-81119—1—0



For att uttrycka den primitiva funktionen i den ursprungliga variabeln x ritar vi
en hjalptriangel.

1
V1 2 cost) = ———
+x " T2
T
sinf =

¢ 1 V 14+ 1'2
Alltsa ar den primitiva funktionen

1

=T
:larctanx—12 +C.

2 +$2

1

Bestam n:te derivatan av f(z) = ——.
¢ —x—2

Istallet for att sétta igang och derivera funktionen for att uttyda ett enkelt
monster, ska vi forst forenkla funktionen med en partialbrakuppdelning.

Det forsta steget dr att vi faktoriserar ndmnaren, och det kréver att vi vet
namnarens rotter

22—z —-2=0 & z=—1 eller z=2.
Faktorsatsen ger att
1 1
2—z—-2 (z+1)(z—-2)
Enligt partialbrakuppdelningen kan uttrycket skrivas i formen
1 A . B
(z+D(xz—-2) z+1 =x-2

dir A och B &r tva konstanter. For att ta reda pa vad A och B ska vara kan vi
anvinda en teknik som brukar kallas handpalaggning.

Vi tar handen och técker 6ver den faktor i viinsterledet som svarar mot A,
1
(z—2)

och stoppar sedan istéllet for = in nollstéllet till den faktor vi téckt 6ver. Vi far
da vérdet pa A.

1

A= =1
—1-2) 3
Pa samma sétt far vi fram B,
1
B = =1
(2+1) 3
Alltsa &r
1 _1 1
_ _ 3 3
f(m)_(a?Jrl)(fo) x+1+x72'

Vi kan nu derivera termerna separat. Det dr nagorlunda enkelt att induktivt se
vad n:te derivatan blir,

(=)™ n!
x + 1)ntl

(=)™ n!
(x —2)ntl’

+

W=

f(n)(x) = (_§> (

(Se anteckningarna till gruppstudium 7.)

dx

6.3.6 Berik —.
eré. na/5_x2

Standardséttet att rdkna ut en primitiv funktion till en rationell funktion
foreskriver att vi forst faktoriserar ndmnarpolynomet,

1 -1

b—22  (z—5)@+V5)




for att sedan partialbrakuppdela uttrycket. Ansétt

-1 _ A B
(z—V5)(@+V5) z—V6 z4+5

dir A och B &r okidnda koefficienter. Eftersom nadmnarfaktorerna ir av forsta

graden kan vi anvinda handpaldggning,
-1 -1

w (f+f) " 25
1

= W "ok

A:

Alltsa ar

1 _ 1( —1 n 1 )
5—-22 22\z—v5 z++5

och vi far att

d 1 1 1
/awfvf (i )™

Z\f
1 z+5
SN —\/5‘

(10g|m—|—\/_| log|x—\/5\>+0

x dx

.3.10 Berik _—
6.3.10 erana/3m2+8x_3

For att faktorisera ndmnarpolynomet behover vi veta dess rotter

32 +8z—3=0.
Kvadratkomplettera!
3z+4)P-1L-3=0 = x=-3 eller

Faktorsatsen ger nu att

X x
3024+ 8x—3  3(z+3)(z—1)

Vi partialbrakuppdelar. Ansitt

x A n B
3z+3)(xz—%) x+3 a-—3

Handpaldggning ger att

~3 3-1) 10°
'@71/3
“3(1+3) w - 30

rdx % y
= d
/3x2+8x—3 /(w+3+x—§) !

= 2 loglz 43| + 55log |z — 3| + C.

Integralen blir nu




dx

6.3.12 Beré’ukna/—.
3 + 9z

Namnarpolynomet kan vi faktorisera direkt
z(2® 4 9).

Eftersom den hogra faktorn inte har nagra reella rotter kan den inte faktoriseras
ytterligare.

Vi partialbrakuppdelar. Ansétt

1 A Br+C

x(z2 4+ 9) 9:+ x2+9

Vi skriver hogerledet med gemensam ndmnare och jamfor sedan uttrycket med
vénsterledet,

_ A(z?+9) + 2(Bx + C)

x(z? +9)
_ (A+B)a?+Cx+9A
z(x? +9)
Identifikation av koefficienter ger att
A+B=0 A=1/9
C=0 = B=-1/9
9A =1 C=0

Integralen blir nu

dx 1 1 T 1 2x
_ (2o Ve =tloga— — [ =4
/m3+9x 9/(:0 z2+9) T=gloe® 18/a:2+9 *

= Llogz — & log(z® +9) + C.

2 +1

6.3.16 Berékna/mdaﬁ.

Eftersom téljarpolynomet har hogre grad &n ndmnarpolynomet férenklar vi in-
tegranden med en polynomdivision.

z —7

23 +1 224+ Tx +12

— 23+ 722 4+ 122

— 72— 122 +1
— —Tx? —49x — 84
37z + 85
Alltsa ar
3 4+1 7y 37z + 85

2 +Tr+12 ¢ 2+ Tz 412

Vi ska nu koncentrera oss pa det rationella uttrycket i hogerledet. Dess ndmnare
har rétterna

224+Tr+2=0 & r=—-—4 eller z=-3.

Faktorsatsen ger att

37r+85  37x+85
24+ T2 +12  (x+4)(z+3)

Vi partialbrakuppdelar. Ansétt
37x 4 85 A B

(x+4)(z+3) x+4+w+3'

Handpaldggning ger att

Ao 37 (—4)+85 _ 63,
(—4+3)
B 37-(=3)+85 —

(=3+4)



Vi far nu att

341 63 26
——dr = -7+ ————)d
/12+7x+x2 . /(m +x+4 3:—!—3) v

=12% — 724+ 63log |z + 4| — 26log |z + 3| + C.

dx

6.3.20 Beréikna/m.

Vi undersoker rétterna till ndmnarpolynomet. Vi ser direkt att z = 0 &r en rot.
De 6vriga tva dr rotter till

? +204+2=0 & (x+1)2+1=0,

och &r inte reella. Alltsa ar

1 1

34+ 222 + 22 x(ax? 422 +2)

Vi partialbrakuppdelar. Ansétt

1 A Bx+C  A(x®+2z+2)+x(Bx+O)

x(z2 + 2x + 2) ;+x2+2x—|—2_ x(x? + +2x + 2)
(A+ B)2? + (2A+ C)x + 24
x(x? + 2z + 2)

Identifikation av koefficienter ger att

A+B=0 A=1/2
2A+C=0 &  B=-1/2
24 =1 C=-1

Vi far att
/diw_;/(l_wi”)dx
w34+222 422 2/ \z (z+1)24+1

2(x+1) dz
_ 1 _1/7d _;/7
28T [ a2+ 1™ T2 ) w2+t

= llogz — log((z+1)* +1) — Jarctan(z + 1) + C.
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