Lektion12, Envariabelanalys, den 16 november 1999

5.4.4 Beridkna integralen

/02(31’4-1)dx

genom att anvédnda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjériteten ger att

2 2 2
/(3m+1)dw=3/ xdcc—i—/ ldx.
0 0 0

—_—
1 11

Vi undersoker de tva integralerna i hogerledet var for sig.

1 Integralens viirde dr arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

area = % - basen - hgjden = 2

11 Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

A~

1—y=1 area = basen - hojden = 2

——é—)x

Alltsa ar

2
/(3x+1)dw=3~2+2:8.
0

5.4.10 Berikna integralen

[ (a=ishas

genom att anvédnda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Lat oss for enkelhets skull anta att a > 0. Linjériteten ger att

/(a—|s|)ds:a/ 1ds—/ [s| ds.
—a —a —a

—_—— —
1 11

Vi undersoker de tva integralerna var for sig.
I Integralens viirde dr arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

A~

y=1

area = basen - h6jden = 2a

- .
Alltsa dr 1 = 2a.
11 S&tt f(s) = |s|. Vihar att
f(=s) = |=s[ = s| = f(s).
d.v.s. f &r en jimn funktion, och da &r

II:2/ |5|ds:{\s\:sf6r520}:2/ sds.
0 0

Integralen i hogerledet har samma virde som arean av det grafirgade
omradet i figuren nedan.

area = 1 - basen - hojden = a*/2

Alltsa dr 11 = a?2.



Sammantaget far vi att

a
/ (a—|s|)ds=a-1—11=2a* - a® = d>.

—a

Anm. Om a < 0 blir svaret 3a2.

5.4.11 Berikna integralen
1
/ (u® = 3u® 4 ) du
-1

genom att anvinda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjariteten ger att

1 1 1 1
/ (u5—3u3+7r)du:/ u5du—3/ u3du+/ mdu
~1 ~1 —1 —1

—— —_——— N——
I 11 111

Vi undersoker integralerna var for sig.

5

I Om visétter f(u) = u® sa noterar vi att

d.v.s. integranden &dr udda. Eftersom vi integrerar dver ett origosymmetriskt
intervall &r integralen noll.

11 Med f(u) = u?® noterar vi att

d.v.s. integranden ar udda. Eftersom vi integrerar 6ver ett origosymmetriskt
intervall &r integralen noll.

11 Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

A

Y =T

area =2 -m =27

——
-1 1

Alltsa ar 11 = 2.

Sammantaget dr det bara den tredje integralen som ger ett bidrag

1
/ (u® = 3u® +7)du =1—3- 11+ 111 = 27.

-1

5.4.14 Berikna integralen

/3(2+t)\/9—t2dt

genom att anvianda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjériteten ger att

3 3 3
/ (2+t)\/9—t2dt:2/ \/9—t2dt+/ tV9 —t2dt.
-3 -3 -3

1 1T

Vi behandlar integralerna i hogerledet separat.



1 Om vi kvadrerar funktionen y = v/9 — 22 far vi
y¥P=9-22 o 2244%=09.

Var funktion beskriver alltsa 6vre delen av en cirkel med radie 3 och mitt-
punkt i origo. Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet i figuren
nedan.

1

area = 5 - radie? = %ﬂ'

-3 3
Alltsa ar 1 = %w.
i Sitt f(t) = tv/9 — t2. Vi har att
f(=t) = (=)V9 = (=1)> = =tV — 12 = — f(t),

d.v.s. integranden &r en udda funktion. Eftersom vi integrerar éver ett ori-
gosymmetriskt intervall &r integralen 0.

Sammantaget ar

3
/ 24+ t)VI—t2dt=2-1+11=2-J7+0=097.

-3

5.4.24 Givet att [’ 2* do = a®/3, beriikna

6
/ 2*(2 + sin ) dz.

—6

Linjariteten ger att

6 6 6
/x2(2+sinx)dx:2/ xde—i—/ r?sinx de .

—6 —6 —6
—_—— —/ —
1 11

Vi beriknar de tva integralerna i hogerledet separat.

1 Sitt f(z) = 22 Vi har da att

d.v.s. integranden &r jamn. Vi far att

6
I:2/ 2% dx.
0

Med formeln i uppgiftstexten far vi att

1=2-6%/3 = 144.

1 Sitt f(z) = 2?sinx. Vi har att
f(=z) = (—x)%sin(—z) = 2?(—sinz) = —z?sinz = — f(x),

d.v.s. funktionen #r udda. Eftersom vi integrerar 6ver ett origosymmetriskt
intervall &r integralen noll.

Sammantaget &r

6
/ 2?2 +sinx)dr =2 -1+11=2-144 + 0 = 288.
—6



5.4.30 Finn medelvirdet av g(z) = x + 2 i intervallet [a, ].

Medelvirdet ges av integralen

I I
g:b—a/a g(x)d:v:b_a/a(x—i—2)dx.

Linjdriteten ger att
1o 2 [P
g = de +—— dz .
g b—a/a$x+b—a/ll *

—— ——
I 11

Vi behandlar de tva integralerna separat.

I Vi kan skriva om integralen som

b b a b a
/ rdr = {/ 7/ ]xdx/ mdzf/ xdx.
a 0 0 0 0

De tva integralerna i hogerledet har samma virde som arean av respektive
triangel i figuren nedan.

Alltsa ar

2 2
1=1p2 -1 2_b—a
2 2 2
11 Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet nedan.

Y

~

area=(b—a)-1=b—a

Alltsa ar

Medelvardet ar alltsa

.1 - 2 HibQ—aQ+2(b—a)7a+bjL2
A — b—a =~ 2(b—a) b—a 2 '

5.5.2 Berikna f;ﬁdm.

Vi vet att
d 5/ 1/2
%x/ = 3212 = 3/x.
Alltsa ar
d 3/2
2 a2y~ i,

3/2 5

Detta visar att %x #dr en primitiv funktion till \/z. Integralkalkylens huvudsats

ger att

/4x/5dx= {%\/5]42%4[—%‘0[0:16/3'
o 0

5.5.6 Berikna /_1<i — i) dx.

L, \zZ g3

En primitiv funktion till 72 — 273 &r

x~l 2

-1 -2



2

Integralkalkylens huvudsats ger att 5.5.16 Berikna / (€ — ") dx.

—2

1 1 1 1
=— D + 2 (<1)? - (— —2) + 5. (_2)2) En primitiv funktion till e* —e™* &r
— 1 1 1 _7 —x
=l+s3-2-5% e‘”—61:61+6x
Integralkalkylens huvudsats ger att
2 2
/ (ex—efm)dx:[ex—ke*“’} =2 te?—(e?+eH)=0.
92 -2
Anm. Alternativt kan man lidgga maérke till att integranden &r udda och att integra-
9 1 tionsintervallet dr origosymmetriskt, varfor integralen &r noll.
5.5.10 Beréikna/ (\/57 —) dx.
4 vV
En primitiv funktion till z'/2 — z=1/2 &r
1
a2 g2 5.5.18 Beriikna / 2” da.
3/2 1/2° —1

Integralkalkylens huvudsats ger att

o 1 9 9 Vi har att
f (Vi) o= [3ev5 23], . e
VO -2- V0 (3-4va-2-V1) apl ~ 2 clee2 e %(1og2>:2'

Integralkalkylens huvudsats ger att

win

win

-9-3—2-3—(§-4-2—2-2)

1 T 1 —1
18 —6— 42 +4=32/3. / 2% gy = | 2 _ 2 32
1 log2 | _; log2 log2 log2




1/2 dx

o Vi

5.5.20 Berakna

Vi erinrar oss att

. 1
— arcsinx =

dx V1—a2

Integralkalkylens huvudsats ger att

2 g
o V1—2zx2 B

= arcsin 2 — arcsin 0 = 7/6.

}1/2 s

[ arcsin x

5.5.24 Berikna arean av omradet som begrinsas avy = 1/z, y = 0, z = e och z = €%

Vi ritar forst upp en skiss av hur omradet ser ut

N
7

Arean av omradet ges av integralen

2

e d X

/ —m:[log|x|} =loge? —loge =2loge — loge = loge = 1.
e X e

5.5.28 Berikna arean av omradet under y = v/z och dver y = x/2.

Vi ritar en skiss av omradet.

Y

Omradets area ges av integralen

/Oa(\/E — z/2) dz,

dér a dr xz-koordinaten for den punkt i omradet som &r langst till hoger, d.v.s.
z-koordinaten for skidrningspunkten mellan y = /z och y = z/2. Lat oss forst
bestdmma a innan vi ger oss pa att berikna integralen.

I punkten x = a ska kurvorna ha samma y-koordinat, d.v.s.

Va=a/2. (%)
Vi kvadrerar.
a=a*/4 & ala—4) =0.

Vi ser att a = 4 &r den 16sning vi stker. Eftersom vi som forsta steg kvadrerade
ekvationen finns risken att vi introducerade falska rotter. Vi kontrollerar darfor
att a = 4 verkligen #r en riktig 16sning till (x).

VL av (x) = V4 =2,
HL av (%) =4/2 = 2.

Omradets area &r alltsa

/4(\/§—x/2)dx: 20 x—x2/4]2:§.4\/1—42/4— (0—0) = 4/3.
0



5.5.30 Berikna arcan av omradet 6ver y = |x| och under y = 12 — 2.

Vi ritar forst en skiss av omradet.

Y
y =12 — 22
sy = ||
—+ =—> L
a b

Omradets area ges av integralen

b
/ (12 — 2® — |z]) da,

dir a och b #r z-koordinater for skiirningspunkterna mellan y = |z| och y =
12 — 22, Eftersom y = |z| &r definierad av tvé olika uttryck for 2 < 0 resp. x > 0
undersoker vi dessa intervall separat.

x < 0: T detta intervall &r y = |z| = —z. Skiirningspunkten mellan kurvorna
ges av ekvationen

12-2%=—x & PP-r-12=0.
Denna andragradare har 16sningarna

=4 och z=-3.

Eftersom endast negativa x ingar i detta intervall &r skdrningspunktens
z-koordinat a = —3.

x> 0: Idetta intervall &r y = || = z. Skdrningspunkten mellan kurvorna ges
av ekvationen

12—-22=12 = 2 +r—12=0.

Denna andragradsekvation har 16sningarna
r=3 och z=-4
Vi &r bara intresserade av positiva x, sa skdrningspunkten &r b = 3.

Omradets area ges alltsa av integralen

/3 (12 — 2* — |z]) dz.

-3

Notera att integranden &r en jdmn funktion, s& integralens véirde &r lika med

3 3
2/ (12—x2—|x\)d33=2/ (12— 2® — z) do
0 0

3
:2[1%-%#-%&] :2(12-3—%-33—;32—(0—0—0)):45.
0

5.5.38 Finn medelvirdet av f(z) = €37 i intervallet [—2, 2].

Medelvirdet ges av integralen



sinx

dzx.

d 3
5.5.42 Bestiam —/
dt J, =

sinx
Om vi later F(x) beteckna en primitiv funktion till ——, da &r
x

3 sinz
%/t ;= %(F(iﬂ) —F(t)) = —F'(t).

Enligt integralkalkylens huvudsats &r

sint
F/(t) =
t
varfor vi far att
d /3 sinz , sint
dt J, =« N
cos 0 1
.5.46 Bestiam — ——dx.
5.5.46 Bestim 20 /smg 1.2 dx
Om F(z) betecknar en primitiv funktion till ——, da &r
—x

d cos 6 1

d .
@ . mdl’— @(F(COSG)*F(SIHG))

= F'(cosf) - (—sinf) — F'(sin @) - cos b.
Enligt integralkalkylens huvudsats &r
1

2 9,

Fo=1—%

varfor vi har att

d cos 0 1 1
- = dr=——— . (—ginf) —
dd Jgne 1— 22 YT T " cos20 (=sinf)
_ —sinf cosf 1 1
sin?f cos20  sinf  cosf’

1

1 —sin

- 0
7y cos
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