Lektion 11, Envariabelanalys den 11 november 1999

100

5.1.2 Uttryck summan ; 7 j_ I utan summasymbolen.

Termerna &r indexerade fran j = 1 till 5 = 100 och varje term &r J]? Summan
blir

PC AL SV S B LR - U

j:1j+1_1+1 241 3+1 100+1 2 3 4 101°

Notera att vi med summasymbolen uttrycker summan pa ett otvetydigt sétt
medan summan i hogerledet kriaver att man gissar hur de icke utskrivna termerna
ser ut.

- Y
5.1.4 Uttryck summan -
Y ; 141

utan summasymbolen.

Den forsta termen i summan far vi genom att séitta ¢ = 0 i summanden

—1)0
) =1.
0+1
Den andra termen svarar mot ¢ = 1,
1t
(=1) =-1/2.

1+1

Pa detta sétt kan vi forsdtta att skriva upp termerna. Den sista termen svarar
mot ¢ =n — 1 och blir
o )
mn—-1)+1  n

Skriver vi upp summan utan summasymbolen blir den
1 1 1

(_1)n—1
14 - 4.4
2 + 3 4 Tt n
Med detta skrivsdtt hoppas vi att man kan gissa sig till vilka de mellanliggande,
icke utskrivna, termerna ar.

5.1.12 Skriv summan

med summasymbolen.

Som ett forsta steg ska vi indexera summan. Vi kan egentligen vélja vart startin-
dex till vilket heltal som helst, s&g 1000000, men det &r ofta praktiskt att vilja
ett "naturligt” startindex, t.ex. 0 eller 1. I var summa ser vi att nimnarna verkar
vixa stegvis med 1 och den forsta termens ndmnare ar 7. Vi véljer dérfor 7 som
startindex.

+ 3+ 3+ + 3

QO + col—=
O + Ol

=~ T =

Vi vet fran borjan inte hur manga termer summan har, sa vi kallar slutindexet
for n. Nu géller det att gissa sig till hur alla mellanliggande termer ser ut. Regel-
bundenheten i de forsta termerna antyder att termernas ndmnare fortsétter att
Oka med ett steg i taget.

Om vi gissar att detta ar det riktiga monstret hos termerna sa borde den
allménna term med index ¢ vara 1/¢,

+ 5+ 5+ + ¢ + + 55

99

=~ 1 =
Q0 T o=
O + Ol
[a Sk SN e

och sista termen 9—19 borde ha index 99.



Skriver vi denna summa med summasymbolen far vi

789 n

n
sa har vi gissat att summanden f(k) i summan Z f(k) dr funktionen
k=T

f(k)

N~

789 n

I sjélva verket skulle det kunna vara en annan funktionen som &r det rétta svaret.
Denna osékerhet kan vi inget gora at. Vi har gjort det enda ritta och valt den
enklaste summand som passar moénstret.

5.1.14 Skriv summan
1+ 2z + 32% 4+ 42 + - - + 1002

med summasymbolen.

Precis som tidigare borjar vi med att indexera summan. I detta exempel kan vi
notera att koefficienterna framfor x:na véxer stegvis med 1. Den forsta termen
har koefficient 1 sa vi viljer 1 som startindex. Vid varje ytterligare term okar
koefficienten med 1 s& vi kan gissa att sista termen 100z° har index 100.

+ 100299

1 + 22 + 322 + 423 +
+ + + + > k
1 2 3 4 100

En allmén term med index ¢ borde, om termerna fortsétter lika regelbundet, ha
formen

/. xnégot

Det &r inte heller sa svart att se vad exponenten borde vara. Exponenten uppvisar
samma regelbundna tillvaxt som indexet,

(-2

Med summasymbolen blir alltsa summan

100
> kot
k=1
Notera att den forsta termen &r
1-2°=1 om x # 0.

Om z = 0 sa dr summaformeln egentligen inte definierad och vi borde da skriva

100

1+ Z ka1,
k=1

men eftersom detta helt klart dr ett undantagsfall sa brukar man underforsta vad
man menar da x = 0.



1000
5.1.22 Beriikna » (2j +3).

j=1

Med réknereglerna for summasymbolen kan vi dela upp summan i enklare sum-
mor,

1000 1000 1000
d2i+3)=2) j+> 3
j=1 j=1 j=1

Den andra summan i hogerledet &r enkel att rdkna ut. Vi adderar tusen 3:or,

1000

> 3= 13000.
j=1

Den forsta summan i hogerledet dr en aritmetisk serie,

1000

1001 - (1001 — 1
N (2 ) _ 500500,
j=1
Alltsa ar
1000
> (2j +3) = 2500500 + 3000 = 1004000.
j=1

5.1.24 Finn ett slutet uttryck fér summan

n—1

> (2k* - 4).

k=1

Vi delar upp summan med réknereglerna

n—1

n—1 n—1
S -4 =2> K-> 4
k=1 k=1

k=1

Summan med den kvadratiska summanden skriver vi om till kinda summor,

n—1 n—1 n—1
2) k=2 k(k—-1)+2> k=2n(n-1)(n—2)+n(n—1)
k=1 k=0 k=0
=2Zn(n—-1)(n-3).

Summan blir alltsa

n—1

Z(2k2 —4)=2n(n—-1)(n—1%)—4(n-1)

k=1

Lat {x;}i—o vara en punktfsljd som dr jimnt fordelad i intervallet [a, b] och
a=x9 <1 <x2< < Tp_1<xyp =>b.

Bestam ett slutet uttryck for z;:mna.

Vi ska alltsa bestdmma en formel for z;:nas xz-koordinater. Eftersom punkterna
ska ligga pa lika avstand ¢ fran varandra maste vi ha att

Tl — Lo = f’ (1)
XTog — 1 = E, (2)
Tr3 — T2 = 6, (3)
Ty — Tpe1 = £. (n)
Dessutom vet vi att
Zo ) (71 + 1)
Tpn="> (n+2



Dessa ekvationer, fran (1) till (n + 2), bildar tillsammans ett linjirt ekvations-
system dér xg,x1, ..., Ty, ¢ ir de okénda.
Vi ska nu forsoka 16sa detta ekvationssystem. Addera (1), (2),...,(n),

xl——xO::€
I24*$1::€
$3—-$2::€

Eftersom z,, = b och g = a &r

b—
b—a=nl 2N (= a
n
Genom att nysta upp (1), (2),...,(n) far vi
ri=C+z0="2%14a =a+ 2,

wy=Llta =0 fat+ 5t =at 200
x3=£+x2=b*Ta+a+2b*T“:a—|—3b*Ta,

Induktivt ser vi att

b—a
zi=a+1 —, fori=0,1,...,n.
n

5.2.2 Dela upp intervallet [0, 3] i lika stora delintervall och anvénd rektanglar med dessa
delintervall som bas for att berikna arean av omradet under y = 2x 4+ 1, éver y = 0,
samt mellan z = 0 och z = 3.

Vi delar forst upp intervallet [0, 3] i n st delintervall med lika lingder.

9 =0 T To T3 Tp_1 3=z,

Fran den forra uppgiften far vi ett uttryck for delintervallens d&ndpunkter,

3-0 3i
n  n

z, =0+7-

Om vi later arean av delrektangeln, med (z;, z;41) som
bas, betecknas med A;, da &r

A; = basen - héjden = (z;41 — ;) - f(a;).

Eftersom vi har ett explicit uttryck for x; och x;11 sa
kan vi dven stélla upp ett explicit uttryck for A;,

Ai:(w_%>.(2.%+l) Ai ¢ flz4)
=%~(%+1):%+%.

Omradets exakta area A kan vi approximera med sum-

man av delrektanglarnas area, Ti T
n—1 n—1 .
18 3
A3 A=Y (Ga+)
=0 =0
n—1 n—1
18 .3 18 n(n—-1) 3 n—1
= — — l=—w ——F+—-n=9 3.
n? ;Z + n ; n?2 2 + n " n *

Om vi later antalet delrektanglar n 6ka sa borde vi fa en allt battre approximation
av den verkliga arean A. I grénsfallet n — oo far vi den exakta arean,

_1
A= lim (3+9”—):3+9:12.
n

n— oo



5.2.10 Dela upp ett intervall i lika stora delintervall och anvéind rektanglar med dessa
delintervall som bas fér att beriikna arean av omradet éver y = 2 —2x och under y = 0.

LAt oss forst rita upp omradet. Funktionen y = 22 — 2z #r en typisk andragrads-
funktion. Genom att kvadratkomplettera far vi att

y=(z—1)%-1.

I detta uttryck ser vi direkt att minimum finns i z = 1 ddr y = —1 och att y — oo
da x — +oo. Ritar vi upp grafen har den en typisk parabelform
Yy
N/,
2

Vi soker arean av det grafargade omradet ovan. Omradet begréinsas i z-led av de
tva z-virdena dir kurvan y = 22 — 22 skir y = 0, d.v.s.

22 -2 =0 & z=0 eller z=2.

Vi delar upp z-intervallet [0,2] i n st delintervall med lika ldngder.

g =0 T To T3 Tp_1 2=ux,

Ett uttryck for delintervallens &ndpunkter {x;} ar

. 2—-0 2
zi=0+10 —— = —.
n n
Om vi later A; beteckna arean av den delrektangel med

(x4, x;41) som bas, da ar Ti Titl

A; = basen - hojden = (z;41 — x;) - (—f(xl))
Ett explicit uttryck for A; ar

A= (602 2 (L3 2
:g(ﬂ_22i>

n\n n?

—f(xi) q| Ai

Omradets exakta area A approximerar vi med summan
av delrektanglarnas area,

2 /43 5 4 2 — 4 4 4
AxYy A=y S (G-tn) = (-0 5+ (- ))
i=0 =0 =0
n—1 n—1
8 8
:7n322(171)+(n2 n3) )
1= 1=0

(5-Symesbot ot

n? n3

Nar vi later antalet delrektanglar n — oo far vi den exakta arean

A= lin (5-75) = 3

5.3.2 Lat P, vara partitionen av intervallet [0, 4] i n st delintervall med lika lingd Ax; =
b=a Beréikna L(f, Py) och U(f, P4) for f(z) = 2°.

Under- och 6versumman &r
3
L(f,P1) = ) miAw,
i=0
3
U(f,Ps) =Y MiAx;,
i=0

dér m; och M; &r f:s minsta respektive storsta virde i de olika delintervallen [0, 1],
[1,2], [2,3] och [3,4].



Eftersom f(z) = x? &r striingt viixande i [0, 4] antas m; och M; i delintervallens
vénstra respektive hogra dndpunkter. Vi far

mo= f(0) =0  ma= f(2) =4
Mo= f(1) =1  My= f(3) =9
mi= f(l) =1 m3= f(3) =9
M= f(2) =4  Ms= f(4) = 16

och summorna blir

L(f,P)=0-1+1-1+4-149-1=14
U(f,P)=1-1+4-149-1+16-1=30

\
4
N
7

L(f, P4) U(f, Fs)

5.3.10 Lat P, vara partitionen av intervallet [0,4] i n st delintervall med lika
lingd Az; = =% Beréikna L(f, P,) och U(f, P,) fér f(z) = €.
Visa att

lim L(f,P,) = lim U(f,Py).

n— oo n—oo

3
Dérmed é&r f integrerbar i [0, 3]. Varfér? Vad &r / flz)dx ?
0

Under- och 6versumman &r
n—1
L(f7 P’n) = Z miA{L'i,
i=0
n—1
U(f, Pn) =) M;Az;,
i=0

dér m; och M; &ar f:s minsta respektive storsta virde i de olika delintervallen.
Eftersom f(x) = e® ir en stringt viixande funktion antas m; och M; i delinterval-
lens vinstra respektive hogra &ndpunkter. Andpunkterna ér z; = 0 + i?’;no = %
sa vi far

= sy = (%),

M; = f(zig1) = exp((i +1) %) = exp(% + %) =m; e/,

Alltsa ar

n n

= 3iy 3 34 ,
L(f,P,) = Zexp(z> 22 Z(es/n>z
=0 i=0

. . 31 (63/n)n 3 1 63
{geometrisk serie} e n 1= o3/’

n—1

3

U(f, Pn) = Zmie?)/n . E
=0

n—1
= e3/m E m; 3_ eSIML(f, P,).
n
i=0



Later vi n — oo fas att

3 1-¢3 3(1 —e3)
lim L(f,P,) = lim — -
nggo (f’ ) nglc}o nl-— eB/n lim n(l — 63/")
1_¢3
= {Maclaurinutveckling} = — 3( 63) .
lim n(l —(1+ 34 O(F»)
n—oo
1—¢3 .
== 3 ¢) i~ = e —1
lim, o0 (—3 + O(2))
lim U(f, P,) = lim eB/nL(fa P,) = lim e3/™ . lim L(f, P)

n—oo n—o0 n—oo n—oo

=1-(-1)=¢*—1.
Alltsa ar

lim L(f, P,) = lim U(f, P,) =¢e*—1.

n—oo n—oo

Om vi gar tillbaka till definitionen av integral sa ser vi att f dr integrabel i [0, 3]
om det finns exakt ett tal I sa att

L(f,P)<1<U(fP)
for alla partitioner P. I vart fall later vi

I = lim L(f,P,) = lim U(f,P,).

n—oo

L(f, P) < I: Eftersom en éversumma alltid dr stérre &n en undersumma, dr

L(f, P) <U(f, Pn).

Later vi n — oo fas
L(f,p) <1
U(f,P) > I: Pa samma sétt ar

U(f,P) > L(f, Pn).
Later vi n — oo fas

U(f.P) > I.

I unik: Gapet mellan alla 6ver- och undersummor maste alltid ligga i intervallet

[L(f, Pn), U(f, Pn)] for alla n.

Eftersom &dndpunkterna i detta intervall konvergerar mot I, dr gapet
exakt en punkt I.

Vi far ddrmed att f &r integrabel i [0, 3] och

3
/ efdr=1=¢e%—1.
0

5.3.12 Uttryck gréinsvérdet

som en bestdmd integral.

Dela upp intervallet [0,1] i n st delintervall med lika lingd % I varje delinter-

vall [k kj;l] viljer vi en punkt ¢, = k/n. Da dr Riemannsumman av funktio-
nen f(z) = /x lika med

dexbyte n -
ko1 indexby 1 fi—1
R(f,P,,c) = \/7 = = kj 1 = —
(fs Pnyc) = i= + ;:1 Ve

-1

Eftersom partitionens finhet gar mot noll &r

lim R, ( / Ve dz,

n—oo

"1 [i—1 1
nmz—,/Z :/ Vz dz.
7l—>00i:1n n 0

d.v.s.
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