Lektion 1, Envariabelanalys den 8 september 1999

1
Visa med gransvirdesdefinitionen att lim — = 0.
r—00 I

Lat oss rita ut alla punkter i talpla-
net som har y-koordinat néra det Y
formodade gransvérdet 0. Vi far da
en méngd som i figuren till hoger.
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Med 7néra 07 menar vi att et
y-koordinaten ligger mellan —e¢ > T
och ¢, dir € dr nagot litet positivt —el

tal. Det numeriska virdet pa e &r
inte sa viktigt utan det viktiga &r
att vi fixerar nagot e.

Om vi i var figur ocksa ritar in
grafen till funktionen f(z) = 1/x fér = > 0 sa far vi figuren nedan till véinster.
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Vad vi kan lagga miérke till 4r att det finns ett x-virde N sa att for x > N sa
ligger grafen helt inom den grafirgade omgivningen till 0. Matematiskt skulle vi
uttrycka detta som

—e< flx)<e om x > N.

Givetvis beror viardet pa N av hur liten € d&r. Om € véljs mindre &n tidigare sa
blir vi tvungna att vélja det nya N:et storre. Om vi vill vara tydliga ska vi skriva
N = N(e) (N beror av ¢).

Huvudidéen i gransvirdesdefinitionen ar att oavsett hur litet vi véljer e ska det
alltid finnas ett N = N(e) sa att grafen for x > N ligger inom den grafirgade
e-omgivningen till 0.

Om vi ska uttrycka detta i matematiska termer blir detta:

For alla € > 0 maste det finnas N = N(¢) sa att

—e< flx)<e for alla x > N.

I vart exempel dr f(x) = 1/z, sa vi ska alltsa ta fram ett N sa att

1
—€<;<e for alla x > N. (%)

Vi kan alltid anta att N > 0 varfér den vénstra olikheten dr uppfylld. Renodlar
vi fragan blir den: For vilka positiva z &r 1/x < e.
Vi loser denna olikhet genom att forst multiplicera med x

1 <ex,
och multiplicera sedan med 1/¢
1/e <z,

d.v.s. om vi véljer & > 1/e sa #r olikheten (x) uppfylld.
M.a.o0. vi kan vélja N = 1/e. I och med detta har vi visat att lim 1 =0.

r— 00

Visa med gransvérdesdefinitionen att limQ(l —(z— 2)3) =1.
ey

Vi gor som i det tidigare exemplet och ritar ut de punkter i talplanet som har
y-koordinat i en omgivning av det formodade griansvirdet 1 (figuren till vénster).
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I denna figur ritar vi ocksa in grafen till funktionen f(z) = 1—(x—2)? (figuren till
hoger). Notera nu att i nirheten av z-viirdet 2 ligger grafen inom den grafirgade
e-omgivningen till y-virdet 1. Genom att vélja ett litet intervall kring x-vardet 2
kan vi fa grafen helt inom den grafirgade e-omgivningen till 1.
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Observera att nér vi siger "kring xz-virdet 2”7 sa menar vi z-virden i nirheten
av 2 men vi utesluter viardet 2. Vi kallar ett sadant intervall, som utesluter
mittpunkten och har lingd 26, fér en punkterad d-omgivning till 2.
Grénsvirdesdefinitionen séger nu att oavsett hur litet vi viljer ¢ sa ska det
alltid finnas 6 = d(e) > 0 sa att grafen ligger inom den grafargade e-omgivningen
till 1 da x tillhor den punkterade d-omgivningen till 2.
Mera matematiskt lyder detta:

For alla € > 0 maste det finnas § = d(e) > 0 sa att

l—e<flz)<l+e for alla x # 2 i intervallet (2 — §,2 + 6).

I vart fall ska vi undersoka for vilka z som
l—e<l—(z—-2P<1+e.
Multiplicera med —1
~l+e>-1+(x-2)°>-1-c¢.
Addera 1
e>(r—2)° > —¢.
Tag tredje roten ur

Je>x—2>—e.

Addera 2
24+ Ye>a>2— e
Alltsa kan vi villja 6 = ¥/e.

1
Visa med grénsvéardesdefinitionen att lim ————— = oo.
x—1 (;E —_ 1)2

Vi ritar forst ut de punkter i talplanet med y-koordinat i en omgivning av oo
(figuren till vénster). Med ”en omgivning av 0o” menar vi alla punkter med y-
koordinat storre dn nagot givet tal N. Precis som med € dr N:s numeriska virde
inte sa viktigt.
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I var figur ritar vi nu in grafen till funktionen f(x) = 1/(z—1)? (figuren till hoger).
Kring z-vérdet 1 ligger grafen inom den grafargade omgivningen av oo, d.v.s. det
finns en punkterad d-omgivning till 1 dér grafen helt tillhér omgivningen av oo.




Gréansvirdesdefinitionen séger nu att oavsett hur vi viiljer omgivningen av oo,
d.v.s. hur stor vi véljer NV, ska det alltid finnas ett § = 6(IN) > 0 sa att grafen
pa en punkterad d-omgivning till 1 tillhér omgivningen av co. Den matematiska
formuleringen blir:

For alla N maste det finnas 6 = §(IN) > 0 sa att
f(z) >N for alla x # 1 1 intervallet (1 —§,1 4+ 6).

Vi ska alltsa undersoka for vilka x som

1
— > N.
(z —1)?
Multiplicera bada led med (x — 1)? (som é&r icke-negativ) och dela med N,
1
Ta kvadratrot
1 1
——=<r-1< —==

VN N
Addera 1

1 1
l-—=<z<1l+ —.
VN VN

Alltsa kan vi vilja 6 =

5

2

eller forklara varfor gransvérdet inte existerar.

1.2.10 Bestam lim ¢
t——44

Vi anvénder ridknereglerna for griansvirden och far

i 2
. t2 tLHIj4t (—4)?
t——44 —t thm4(4 —t) 4—(-4)

Egentligen kan vi inte vara sikra pa den forsta likheten innan vi vet att lim¢2
och lim(4 — t) existerar, och att lim(4 — ¢) # 0. Rent logiskt borde vi alltsa
forst rdkna ut dessa griansviirden och dérefter gora utridkningen (x). Man brukar
i vanliga fall inte vara sa strikt utan undviker gidrna denna dubbelskrivning av
samma utrdkningar.

22 —6x+9

1.2.13 Bestidm lir% 5 eller forklara varfor gransvéirdet inte existerar.
T— T —

Om vi blint anvénder riknereglerna fér gransviarden far vi

lim(z2—-9) 0

r—3

: 2
22— 6pyo Mm@ —6r+9)
lim 5 =
r—3 xre — 9

Ovanstaende utrdkning &r inte korrekt eftersom vi far 0 i nimnaren och da géller
inte gransvardesregeln om kvoter.

Vi maste istéallet skriva om gransvardesuttrycket till en form déar vi kan anvinda
vara riakneregler. I detta fall faktoriserar vi téljare och ndmnare, och férkortar
bort den gemensamma faktorn.

2 —6e+9 . (-3(x—-3) . «-3 m@-3)
lim = lim = lim = = =-=0.
z—3  x2-9 e—3 (x —3)(x+3) =+—32+3 hr%(x—&—?)) 6

Tr—

eller forklara varfor gréansvirdet inte existerar.

Vvi+h—2
h

1.2.18 Bestam lim
h—0

Med inspektion ser vi direkt att bade téiljare och ndmnare gar mot noll da h — 0.
Genom att forlinga med téljarens konjugat far vi bort kvadratrotsuttrycket i



taljaren i utbyte mot ett harmlost konjugatuttryck i ndmnaren.

. Vi+h—-2  (V4+h-2)(V4+h+2)
lim— = 1i
h—0 h h—0 h(vV4+ h+2)
. h+4—4
=lim —u——
h—0 h(v/4+ h +2)

1
lim —— =1/4
h—0 /h + 4 42 /

|3z — 1| — |3z + 1]
x

eller forklara varfor gransvirdet inte existerar.

1.2.36 Bestam lir%

Nér ¢ — 0 gar téljare och ndmnare mot 0. Vi forlinger med téljarens konjugat
for att fa bort beloppstecknen i differensuttrycket uppe i téljaren.

(132 — 1| = [3z 4+ 1]) (|32 — 1] + |3z + 1])
z([3z — 1| + |3z + 1])

i (922 — 62 + 1) — (922 + 62 + 1)

2=0 (|32 — 1| + |3z + 1])  2—0 z(|3z — 1| + |3z + 1])

, —12z , —12

lim = lim =

=0 z(|3z — 1|+ [3z + 1])  2—0 |3z — 1| + [3z + 1]

3x—1|—13 1
lim‘x [~ 132+ |:hm

z—0 x x—0

3 =112 =3z +1)? i
=1

—6

2 J—
1.3.4% Berikna lim = 2

z—00 T — T2’

Genom att forlinga téljare och nimnare med 1/x? far vi ett uttryck dér vi kan

anvinda griansvirdesriknereglerna.
229 1-2/22 lim (1 —2/22)

= 1‘ f— :—:—1
wovo 1z —1  lim (1Jz—1) -1

lim
r—o0 I — (172

2 .
1.3.6 Berikna lim Tﬂ
z—o0 T* + COST

Vi forlinger tiljare och ndmnare med 1/z2 och anviinder grinsvirdesriknereg-
lerna.

2 . sin © 1 + hm sinz
lim & +sinz . T+ =% _ too T2
z—oco g2 fcosx  w—oo 14+ BT 14 lim 5%

T— 00

De aterstaende griansvardesuttrycken berdknar vi med instdngningsprincipen.

-1 sinx 1 . sinx . +1
— < <— = lim = lim — =0
72 22 22 oo 12 w00 12
-1 CcosS T 1 . CcosT ==
— < <= = lim = lim — =0
2 2 z2 To00 I 00 2
Dérmed ar
2 o
r° +sinx

m -5
T—00 T + COS T



1.3.8 Beriikna lim — 22—

o= \/3x2 fx+1

Vi forldnger med 1/x

20 —1 2—-1
b L, 2Us g
e—oo/3p2 o+ 1 oo yBr? f x4+ 1
2-1 2-1
— lim /T _ [z

——~— = lim .

—00 /3x2+2x+1 z—o0 \/34+ 1[0+ 1/22
x

For att komma vidare behover vi foljande rakneregel

lim+/f(z) = \/lim f(z).

Gransvirdet blir

lim (2 — 1/x) 2
ViIm@B+1/z +1/22) V3

1.3.13 Berikna grinsvirdet lim
z—3" — T

Vi anvénder grinsvirdesrdknereglerna

I 1 1 1 i
1m = = — = .
z2—3-3—2 33— lim =z ot >0

r—3~

1.3.36 Vilka &ar de horisontella och vertikala asymptoterna till

_ 2x -5
Y= Bzt

De horisontella och vertikala asymptoterna bestdms av

1. Om hIE y(x) = b da &r y = b en horisontell asymptot.

2. Om lim y(x)=cda dr y = c en horisontell asymptot.

r——00

3. Om lim y(z) = +o00 da &r 2 = a en vertikal asymptot.

Vi undersoker dessa fall
2z -5 . 2—-5/x 2

1. lim = lim = -
g—+o0 3x 4+ 2 a—+03+4+2/x 3
2 — 5 2—-5/x 2
2. lim ————= lim ——— =—-
t—moo 3z —2  a—oee —3-2/z 3
3. Namnaren blir 0 da = —2/3. Téljaren &r dr da negativ. Alltsa dr
lim y(z)=—oc0
——2/3

Alltsa & y = —2/3 och y = 2/3 horisontella asymptoter, och x = —2/3 ir en

vertikal asymptot.
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1o/3

—2/3 1




	Lektion 1
	Gränsvärde 1
	Gränsvärde 2
	Oegentligt gränsvärde
	1.2.10
	1.2.13
	1.2.18
	1.2.36
	1.3.4*
	1.3.6
	1.3.8
	1.3.13
	1.3.36


