1. LINJARA AVBILDNINGAR

1.1. Vi har att det Euklidiska n-rummet R" &r méangden av alla ord-
nade reella tal

R" = {(z1,...,2,) | rellatal z;, i=1,...,n}.

Elementen z = (z1,...,x,) i R" kallas for punkt eller vektor.

En avbildning f: R"™ — R™ é&r en tillordning som till varje punkt
x = (x1,...,2,) 1 R" anger en punkt f(z)i R™. Avbilndingar kallas
ocksa for funktioner.

Exempel 1.2. Ett exempel pa en avbildning f: R'%! — R!7 ér av-
bildningen som skickar x = (1, ..., z101) till dets 17 forsta koefficienter,

f(l’) = ([L’l, e ,1'17).
Exempel 1.3. Ett annat exempel pa en avbildning f: R'%' — R!7
ar avbildningen som skickar (z1, ..., x101) till punkten (1,0,...,0,17).

1.4. Matrisavbildningar. De avbildningar vi ar interesserade av kom-
mer fran matriser. Lat A = (a; ;) vara en (m X n)-matris. Som brukligt
skriver vi element i R™ som (n x 1)-matriser. Matrisen A ger vid ma-
trismultiplication en avbildning 74 : R” — R™. Avbildningen skickar
en vektor z = (zq,...,x,) till

1 1121 + -+ A1Th

Al = :

Tn Am,1T1 +-+ Amndn
Detta skall tolkas som att x = (x1,...,z,) skickas till
Ta(x) = (a1121+a12T2F + , QanTns - - -, G 1T1+Am 2ToF+ T

Notera att matrisen &r (m x n), och att avbildningen gar fran R™ till

R™.
Exempel 1.5. Betrakta matrisen
1 2 —4 —4
A=12 4 0 0
2 3 2 1

Detta ger en avbildning T4 : R* — R3 som skcikar (z,y, 2, w) till
12 —4 —4] |7
24 0 0|7
23 2 1
w

Skriver vi ut detta far vi att avbildningen skickar (z,y, z, w) till
(x 4+ 2y — 4z — 4w, 2x + 4y, 2x + 3y + 2z + w).

Specielt har vi att vektorn (1,0, 1, —1) skickas till (1,1, 3).
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Definition 1.6. En avbildning f: R" — R™ &r linjdr om
flav + bw) = af(v) + bf (w),

for alla tal a och b, och alla vektorer v och w i R".

1.7. Notera att en vektor v = (vy,...,v,) i R" kan skrivas som
V= v1€1 + Vgseg + -+ + Uply,

dér e; = (0,...,0,1,0,...,0) &r vektorn med 1 pa ¢’te komponent, och
noll pa alla de andra komponenterna. Om avbildningen f &r linjar har
vi att

(1.7.1) f) =wvifler) +vaf(ez) + - +vaflen).
Detta ar en ekvivalent beskrivning av linjaritet.
Lemma 1.8. Lat f: R* — R™ wara en avbildning. Avbildningen

ar linjar dr ekvivalent med att avbildningen satisfierar (1.7.1) for alla
vektorer v ¢ R™.

Proof. Se uppgifterna. O

Exempel 1.9. Kolla nu att avbildningen i Exempel (1.2) &r linjér, och
att avbildningen i Exempel (1.3) inte &r linjér.
Notera ocksa att en linjar avbildning ar bestamd av sin varkan pa

vektorerna ey, ..., e,. Om vi kénner f(e;),..., f(e,) da kan vi anvénda
(1.7.1) for att bestamma f(v) for godtyckliga vektorer v i R".

Lemma 1.10. Lat f: R* — R™ wvara en linjar avbildning. Lat A
vara (m X n) matrisen

A= [fler) - flen)],

ddr kolumn i dr vektorn f(e;) i R™, for i = 1,...,n. Da har vi att
f = Ta, dvs den linjira avbildningen f ges wvid multiplication med
matrisen A.

Proof. Se uppgifterna. O

Exempel 1.11. Lat T4: R* — R3 vara den linjira avbildning som
ges av matrisen A i Exempel (1.5). Vi har att vektorn e3 = (0,0, 1,0)
skickas till T (e3) = (—4,0,2), vilket ar kolumn 3 i matrisen A.

1.12. Bild. Givet en matris A och lat T4: R® — R™ vara den

tillhérande linjdra avbildning. Fixera en vektor b = (by,...,b,) 1 R™.
Vi vill bestdmma vilka vektorer x = (z1,...,z,) 1 R" som skickas tilll
b vid avbildningen T4, det vill sdga
Skriver vi ut detta erhaller vi

1 1121+ F 1Ty by

Ln, A, 121 -+ Ay Ly bm
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For att dessa tva matriser skall vara lika maste de vara lika koeffi-
cientvis. Detta ger oss ekvationssystemet

1171+ a1T2 + -+ a1, = b
(101 + dooxo + -+ Az, = by

() = :
Qm,1T1 + Am 202 +-+ AmnTn = bm

Dessa vet vi hur vi 10ser.

Exempel 1.13. Lat T,: R* — R? vara den linjiara avbildningen vi
far fran matrisen A i Exempel (1.5). Lat b = (b1, bo, b3) vara en fix-
erad, men godtycklig, vektor i R3. Vi skall nu bestamma, alla vektorer
(z,y,2,w) i R? som skickas till b under avbildningen T4. Vi har att
Ty(z,y,z,w) = b ger ekvationssystemet

r4+2y—4dy —4dw = by
2x + 4y = by
20+ 3y+2z24+w = b

Vi skriver ekvationssystemet som

12 -4 —4 | b
2.4 0 0 | b
2.3 2 1 | b

och detta loser vi ved Gauss-Jordan elimination. Vi tar och adderar -2
ganger forsta raden till rad tva och sedan till rad 3. Detta ger

1 2 —4 -4 | b
0 0 8 8 | by—2h
0 -1 10 9 | bs—2h

Vi byter plats pa rad tva och rad tre, multiplicerar den nya rad tva
med -1. Och tar sedan och adderar -2 ganger rad tva till rad ett. Detta
borde ge

1 0 16 14 | —3b + 2b
0 1 —10 —9 | 2b — by
00 8 8 | by—2b

Slutligen, vi delar rad tre med 8, och sedan multiplicerar vi med -16
och adderar till rad 1, och vi mutiplicerar med 10 och adderar till rad
2. Detta ger

1 00 =2 | by —2by+2bs
010 1 | —3bi+2by—0bs
001 1 | by — Iby

Detta betyder att w = t, dar t ar godtyckligt tal. Och att z = %62 —
%bl —t,y= —%bl + %bg — bg —t och slutligen att x = by — 2by + 2b3 + 2t.
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For fixerad b = (by, by, b3) har vi att de vektorer (z,y, z,w) i R som
skickas till b via avbildningen T4, ar

1 5 1 1
(1.13.1)  (by — 2bgy + 2b3 + 2t, —=by + —by — by — t, <by — —by — 1, 1),

2 4 8 4
med godtyckliga t. Vi gor en slutlig koll. Ta en punkt a i R* som &r
pa form som ovan i (1.13.1), och vad skickas en sadan punkt till med
avbildningen Ty,

by — 2by + 2bg + 2t
—%l? + %[)12 —by—t
gbz - Zb]_ _t
t
[ by — 2by + 203 + 2t + 2(—3by + 2by — by — 1) — 4(1by — b)) — t) — 4t
= 2(by — 2by + 2b3 + 2t) + 4(—2b1 + 2by — by — ¢)
| 2(by — 2by + 203 + 2t) + 3(—5b1 + 30y — bs — 1) + 2(5by — ;b1 — 1) +

[1 2 —4 —4
Tala)=1(2 4 0 0
23 2 1

Exempel 1.14. Vi atergatill Exempel (??) ovan. Mérk att om vi later

1
P = (bl — 2b2 + 2[)3, —§b1 + Zbg — b3,b2 — 2b1,0)

sa ar detta en fixerad punkt i R*, och v = (2,—1,—1,1) &r en fixerad
vektor i R*. Miangden (1.13.1) kan vi skriva som

P+1-v,

med godtyckliga tal t. Med andra ord beskriver detta en linje i R*. For
varje vald punkt b = (b, bs, b3) sa finns det en linje i R* som kollapsar
till denna fixerade punkt under avbildningen Ty.

2. UPPGIFTER

Uppgift 1. Gor Uppgift 1 (sida 117), sektion 4.3.12 i héftet.
Uppgift 2. Gor Uppgift 2 (sida 117), sektion 4.3.12 i héftet.
Uppgift 3. Gor Uppgift 9 (sida 119), sektion 4.3.12 i héftet.
Uppgift 4. Visa Lemma (1.8).

Uppgift 5. Visa Lemma (1.10).
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Nasta tillfalle. Nu blir det jullov och valbehovd vila. Det blir spannande
att se hur manga av er som forstatter ocksa efter jul. Alla! hoppas jag.
Vi ar i princip halvvags genom kursen. Det blir mera teori forsta hal-
van efter jul, determinanter bla, medan den andra halvan kommer att
handla om tillampningar. Ha ett fint jullov.
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