Institutionen for Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till tentamen i 5B1201 Komplex Analys
for T2, 01-12—20.

1. Bestam alla losningarna till ekvationen sin z — cos z = 0.

_ 1 1
sinz —cosz =0 :)?(ew—e F)—=(e"+e ) =0
)
= (1—i)e” —(1+i)e ™ =0
e = -C
1—2
. 14+2)(1+2 2
26222':< +Z)( +Z):_Z:Z

(1—4)(1+414d) 2
< 2iz=logi=Inl+i(r/24+n-21)=i(r/2+n-2m)
@iz:%+w~m n=0,+1,42,....

2. Visa att om en analytisk funktion dr rent reell i en wviss domdn, sa
maste den faktiskt vara konstant ddr.

f(z) = u(x,y) +iv(z,y) med v =0 for alla (z,y) € D
v Ov ou  Ou
- = — 1 - —_— — =

= 9~ oy 0 = enligt C-R att o~ oy 0

= u = konstant = f = konstant.

3. (a) Betrakta funktionen

3
J(2) = z(z+3)

Denna funktion kan Laurentserieutvecklas i tva olika (mazimala)
omraden omkring z = 0. Ange dessa tva omraden!
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(b) Bestam de tva Laurentserierna omkring z = 0.

f(2) analytisk utom i 2z = 0 och z = —3 ger att f(z) kan Lau-
rentserieutvecklas i cirkelringarna {0 < |z| < 3} och {3 < |z| < oo}
runt 0. Vi har

3 1 1

f(z):z(z—i-?)) Tz 243

Da 0 < |z| < 3—d.v.s. |2/3| < 1—far man med hjéilp av geometriska
serien:

1 1 1 I ()", =D,
= — P = — - A = n A s
z+3 3 1—(—1)5 3; 3 ;3“
sa att
-1 - (_1)n+1 n °
f(z)==z +Z gl © da 0 < |z] < 3.
n=0

Da 3 < |z| < co—d.v.s. |3/z] < 1—fas istéllet:

1 1 1 -
—— _ . 3\
243 =z 1—’73 z ;( )"z
1
=~ T+ (=3)z7"+(=3)%27%+...)

sa att

. Berdkna integralen

j{ 23 cos(1/2) dz.
|z+1+i]=4
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Integranden ar analytisk overallt utom i z = 0, som ligger innanfor
integrationskurvan, varfor integralen ar lika med

2mi - Res [2° cos(1/2), 0]
enligt residysatsen. Eftersom

w?  wt

cosw=1——+ —+...
ger substitutionen w = 1/z att

1 1 _
ZBCOS(l/Z):ZS—iZ—FZZ L.

varfor residyn = (koefficienten framfor z=1) ar lika med 1/4!. Darmed
blir

it | 271 e
ntegralen — = —.
Hnteg 2.3-4 12

2
/ cos 6 m
o O+ 3cost
Substitutionen z = € da 0 < 0 < 27 ger att dz = € idf = iz df och
L ey 1
cos@-i(e +e )—2<z+z),

varfor integralen blir lika med

H(z+1/2) dz 1 22 +1
I = 3 -— = = D) dz
e D+ 5(z+1/2) iz i Jyo (1024322 + 3)2

1 2 +1
- . — dz,
3t Jp=r (24 T2+ 1)2

dér ndmnaren ar lika med 0 da z =0, z = —1/3 och z = —3, varav de
tva forsta nollstallena ligger innanfor integrationskurvan. Sa med

. Berakna integralen

2241

f(z) = (22 + %z +1)z

3



ger residysatsen att

B 271

=== (Res[f(2),0] + Res[f(2), =1/3]),
dar
Res [f(2),0] = =X 1”” =1
och
z+1/z ~-1/3-3  -10/3 -5

Res [f(z), —1/3] = 22 +10/3l.—1;s  —2/3+10/3  8/3 4

Sa
B 2 T

I=5(1-5/4)=—<.

. Visa att for positiva a dr

00 1.2
sin® x T
——dr = —(1—e?).
/Ooa:2+a2 v Qa( e)

Ledning: sin®z = (1 — cos 2z).

1 [>~1- 2
[:—/ wdmz{dé sin 2z &r udda }

2 ) o x*2+a?
:l/oo 1 — (cos 2z + isin 2x) de}/OOl—ede.
2/ %+ a? 2 ) o 22+ a?

Integration runt den vanliga halvcirkeln Lg + Cg i 6vre halvplanet ger
med hjalp av residysatsen att

1 R 1— eiQac 1 1 — ei2z 1 ) 1 — ei2z .
03[ rratry [ ety e ]

Eftersom

.

SO(ll—;l) TR=0(R™") - 0da R — oo,

4



sa ger(x) da R — oo att

s 1 [ 1—cos2z 1 — €% N
2 ) o 2?24a? a 2 limia 2ia
T

= —(1—¢e29),
2@( )

. Bestam det antal nollstallen som polynomet
P2)=2>+24+2+4
har i det hogra respektive 1 det vanstra halvplanet.

Lat Lg 4+ Cg vara den vanliga halvcirkeln i hégra halvplanet. Om N
betecknar antalet nollstéillen i hogra halvplanet, sa sdger argument-
principen att

1

N = ol (Acgparg P(z) + AL, arg P(z)) om R &r tillrickligt stort.
T

Pa Cg ar |z| = R = stort = A¢, = 37. Pa Ly ar z = iy, sa dir ar

P(z) = P(iy) = —iy® — 2y° +iy +4 =4 — 2> +iy(1 — y?)

= u(y) +v(y), med u =4 — 2y* och v = y(1 — y?).

Harur ser vi att

3
_y .
=0 (—2y2) = O(y) — oo da y — Foo0,

och att

u=0 < y=4+vV2o0chv=0 < y:{il

Detta gor att bilden av Lg (det vill sdga y: R — —R) i (u,v)-planet
under avbildningen w = P(z) startar langt ner i 3:e kvadranten, skar
v-axeln da v < 0, skér sedan u-axeln tre ganger da u > 0, och déarefter
v-axeln da v > 0, for att till slut hamna langt upp i 2:a kvadranten,
vilket betyder att

Ap,arg P(z) = .
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Tillsammans fas darfor att
Acptrn, arg P(z) = 31+ 71 = 4r.
Men
Acpirnparg P(z) =21 - N = Agp i1, arg P(z) = 2 - 27 (exakt!),

sa att N = 2. Och eftersom bildkurvan inte gar genom origo i (u,v)-
planet, sa ser vi att P(z) saknar nollstéllen pa imaginéra axeln.

SLUTSATS: P(z) har tva nollstéllen i det hogra halvplanet och ett i
det vanstra.



