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e Inga hjédlpmedel.
e Ange dina bonuspodng pa omslaget.

e Var och en av uppgifterna nedan ger maximalt 5 poéng, vilket betyder att
man med bonuspoangen kan komma upp i hégst 7- 5+ 4 = 39 poéng.

e Normalt tillampas foljande betygsgranser: 1621 p ger betyget 3, 22-27 p
ger betyget 4, och 28-39 p ger betyget 5. Observera dock att dessutom kan
helhetsintrycket paverka betyget—uppat eller nedat.

e Varje 16sning skall atfoljas av forklarande text och/eller figur. Alla rakningar
skall redovisas. Om man anvander sig av kdnda satser, sa skall forutsatt-
ningarna for dessa anges.

e Det kommer att finnas ett 10sningsforslag pa natadressen
www.math.kth.se/ olles/5B1201april02losn.pdf

efter skrivningens slut.

1. Berakna arcsin 100 genom att bestamma alla losningarna till ekvatio-
nen

sin z = 100
(och inte genom att sitta in z = 100 i en férdig formel for arcsin z.)

2. Berakna integralen

I:/2Z+3dz
I 2—1

langs tre olika vagar C(,), C) och C(oy fran z = 2 till z = 2i, dar
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(a)
(b)
()
3. (a) (8p) Anvand Cauchys integralformel for att visa att om f(z) &r

analytisk i nagon 6ppen méngd innehallande den slutna cirkelski-
van {z € C: |z — 29| < r}, sa ar

C(a) = raka vagen fran 2 till 27;
C(ry = cirkelbagen {z = 2¢: 0 < 0 < 7/2} fran 2 till 2i;
C(e) = cirkelbagen {z = 2¢”: —3m/2 <0 < 0} fran 2 till 2i.
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f(z0) = o /. f(zo+re®)db.

(b) (2p) Lat a > 1 och lat n vara ett positivt heltal. Berékna inte-
gralen

T a+ cos(nd)
I pum—
/0 a? + 2a cos(nb) + 1 40

t.ex. genom att tillimpa resultatet i (a) pa funktionen f(z) =
(2™ 4+ a)~! och cirkeln {z € C: |z| = 1}.

4. Antag att f(z) = g(z)/h(z), dar g(z) och h(z) ar analytiska i en &ppen
omgivning av zg och g(zp) # 0.

Om h(zp) = 0 men h'(zp) # 0, sa séger en vilkind formel att

Res [f(2), z0] = g,((i(;)) )

Visa att om istéllet h(zy) = h'(z9) = 0 och h”(zy # 0, sa ar

~29'(z0)  2g(20)h"(20)
Res [f(z)uzo] = h"(z0) - 3(h"(z0))? :

5. Berdkna Taylorserien (inklusive dess konvergensradie) for funktionen
Log z omkring punkten 1+ ¢, dar

Logz=1In|z|+iargz da —7 <argz <.



6. (a) (3p) Antag att den reella funktionen wu(x,y) &r harmonisk i en
enkelt sammanhéngande domén D. En reell funktion v(z,y) sigs
vara ett harmoniskt konjugat till w(z,y) i D om f(z) = u(z,y) +
iv(x,y) ar analytisk 1 D.
Lat (zo,y0) € D, och lat B vara ett givet reellt tal. Visa att
u(z,y) har ett entydigt bestdmt harmoniskt konjugat v(z,y) i D
uppfyllande v(xg,yo) = B.

Ledning: Om v finns, sa maste

@9 gy v

- B dr+=—d
v(x,y) +/(x07y0) 5y 4%+ oy

dér Jv/0x och Ov/dy tack vare CR-ekvationerna kan uttryckas
med hjalp av u:s derivator. Kruxet bestar i att visa att integralen
ovan &r véldefinierad oberoende av vagen mellan (xq,yo) och (x,y).

(b) (2p) Betrakta t.ex. den harmoniska funktionen u(z,y) = £ In(2?+
y*) iD= {(z,y) € R*: (z,y) # (0,0)}. Visa att u(z,y) har ett
entydigt bestdmt harmoniskt konjugat i hogra halvplanet {(z,y) €
R?*: z > 0} med v(1,0) = 0, och forklara varfor detta konjugat
inte kan fortséttas pa ett entydigt sitt till D som en harmonisk
funktion.

7. Lat m och n vara positiva heltal med n > m + 2. Visa att

o xm B T/n
/0 x"%—ldﬂv_sin(mTJr”W)7

t.ex. genom att att anvénda residykalkyl pa funktionen f(z) =
och den slutna kurvan

m
z

zZn+1

LoUCRU Lagy ={z=7e: 0 <r < R}U{z=Re": 0< 0 < 2r/n}
U{z=re?/". 0<r <R}

Lycka till!



