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Losningsforslag till tentamen i 5B1201 Komplex Analys
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1. Berdakna arcsin 100 genom att bestamma alla losningarna till ekvatio-
nen

sin z = 100
(och inte genom att sdtta in z = 100 i en fardig formel for arcsin z.)

1 . )
Losning: sinz = 100 < % (e” — e”z) =100 <
i

€% —2i-100 —e =0 < (%) —2i-100” —1 =0 <=
e =i -100 £ v/—10000 4+ 1 = €™/%. (100 & v/9999) <=
iz = In(100 = v/9999) + i (g +onr) medn=0,4£1,42, . <=

2= g + 207 — i In(100 = v/9999).

Eftersom (100 + v/9999)(100 — v/9999) = 10000 — 9999 = 1, sd ir
In(100 4+ v/9999) = — In(100 — +/9999), varfor vi kan ge svaret som

arcsin 100 = g + 207 £41n(100 + v/9999), n =0,41,£2,...,

dar det framgar att vardena ar parvist komplexkonjugerade.

2
I:/ Z+3dz
CZ—l

langs tre olika vdgar C(q), Cy och Coy fran z = 2 till z = 24, dar

2. Berdkna integralen

(a) Ca) = raka vigen fran 2 till 2i;
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(b) Cy = cirkelbdgen {z = 2¢": 0 <6 < w/2} frin 2 till 2i;
(¢) C(o) = cirkelbdgen {z = 2¢": —31/2 <6 <0} fran 2 till 2i.
Lésning for (a) och (b):
22+3 1

=245
z—1 + z—1

24 24 24
d d
122/ dz+5/ : :—4—1—4@'—1—5-/ °

(z — 1)7! ar analytisk i den enkelt sammanhingande doméinen D =
C\{z€C: Rez=1,Imz <0} och har dér den primitiva funktionen
3T

log(z—1)=In|z — 1| +iarg(z — 1), —§ <arg(z—1) < -

Eftersom integrationsvigarna i (a) och (b) ligger i D, sa kan vi anvénda
oss av den primitiva funktionen och fa

2i
d ,
/ - =[In|z — 1] +iarg(z — 1)]5'

s 2—1
=In|2i — 1| —In2+i- (7 — arctan2 — 0)

)
=1In -t i(m — arctan2) =

)
Izln§—4+i(4+7r—arctan2).

Lésning for (

/ / ]é =27i -Res[2+5- (2 —1)"" 1] =27 -5 =
Coy /e l2|=2

5
:/ :/ —10m‘:ln£—4+i(4—97r—arctan2).
Clo) Coy 2

3. (a) (3p) Anvind Cauchys integralformel for att visa att om f(z) dr
analytisk 1 nagon 6ppen mangd innehallande den slutna cirkelski-
van {z € C: |z — z| < r}, sa dar

L[ ‘
= —/ f(zo 4 7€) db
2 Jo



(b) (2p) Lata > 1 och lat n vara ett positivt heltal. Berdkna integralen

T a4+ cos(nd)
7= df
/o a? 4 2a cos(nf) + 1

t.ex. genom att tillimpa resultatet i (a) pa funktionen f(z) =
(2" +a)~! och cirkeln {z € C: |z| = 1}.

Lésning for (a): Cauchys integralformel ger

f(zo)—i% Mdz:{z:zojtrew,ogﬁg%r}
|z—z0|=r

- 2mi Z— 2
1 (7 flzo+7e?) 4 1 [ 0
= — e df = — ) de.
2 ), e o ), f(z0 4+ re”)

(b): Inséttning i formeln med f(z) = (2" +a)™ !, 20 =0 och r =1 ger

11 1
- =— ———df {férléng med ndmnarens komplexkonjugat}
a 27 ), e™4a

1 27T —in6‘
S / ¢ ta 0
I 0 1 + a(eznG + e—zn@) + a?
1 /27r a + cos(nf) — isin(n)
0

T o a? 4+ 2a cos(nb) + 1 0.

Genom att ta realdelarna av bada leden samt multiplicera med 27 fas
till slut att

I /27r a + cos(nd) 90— 9ra
o a?+2acos(nf)+1 '

. Antag att f(z) = g(2)/h(z), ddr g(z) och h(z) dr analytiska i en dppen
omgivning av zy och g(zo) # 0.

Om h(zy) =0 men h'(z) # 0, sa sdger en vilkind formel att

9(20)

Res [f(2), z0] = W)

Visa att om istdllet h(zy) = h'(20) = 0 och h"(z9 # 0, sa dar

20/(20)  29(20)h"(20)
Wiz) B ()

Res[f(2), 20l =

3



Losning:

1 g2+ g 20) + -
f(Z>_ (Z_ZO)2 h//(2 )+h///éZ0)(z Zo>+
1
RECEESERL R

dar a_o, a_q, ... fas ur

9(z0) + 9'(20)(z — 20) + - ...
= (h//(ZO)/2 + (h///(zo)/G)(Z — Zo) —+ ... ) (G,Q —+ @71(2 — ZO) + ... ) .

Koefficienterna framfor (z — 29)? och (2 — 29)! hér ges av

h//(zo) h//(zo) u + h///(zo)
9 9 -1 6

9(20) = a_y och ¢'(2)= a2

respektive, sa att

29(20)

h
(o) oc

a_9 =

_ ~2¢'(20)  29(20)h" (20)
t SR 2 = ey T s

. Berdikna Taylorserien (inklusive dess konvergensradie) for funktionen
Log z omkring punkten 1 + i, dar

Logz=1In|z|+iargz da —7 <argz <.

Losning: Vi ska alltsa bestdmma koefficienterna a,, i serien Logz =
Yo pan(z—(1+1))". Med w =z — (1+1) fas

Logz = Log(w+ (1 +1)) = f(w), ség.
Genom att derivera f(w) kan man utnyttja den geometriska serien:

I | 1
wH+1+i 14+ 1—(—w)/(1+19)

1 > —1)" "™
= -Z( J'w da |w] < |1+ = V2.

L+ = (1+4)"

f'(w) =




6.

Integration av

ger

, 1w w?
fllw) =1 (ET RN
w w? w?
H) =IO+ 5 ~ 5o Taaap
. R S
=In|l+i|+iArg(1+i)+ ) ————uw"
;n(l—i-z)

w =z — (141) ger till slut att

In2 — (—1)"!
Logzz%—i—izjtzi(z—(l—l—i))" da |z — (14 1) < V2.

4 Zn(l+4)n

(a) (3p) Antag att den reella funktionen u(x,y) dr harmonisk i en

enkelt sammanhdngande domdn D. En reell funktion v(z,y) sdigs
vara ett harmoniskt konjugat till u(x,y) i D om f(z) = u(z,y) +
iv(x,y) dr analytisk i D.

Lat (xo,y0) € D, och lat B wara ett givet reellt tal. Visa att
u(z,y) har ett entydigt bestimt harmoniskt konjugat v(x,y) i D
uppfyllande v(zo,yo) = B.

Ledning: Om v finns, sa maste

@) gy ov

—dx + — dy,

va) =B+ [ Sdoe

(ZE():yO)
ddir Ov/dx och Ov/dy tack vare CR-ekvationerna kan uttryckas
med hjalp av u:s deriwator. Kruxet bestar i att visa att inte-
gralen ovan dr vdldefinierad oberoende av vigen mellan (xq, yo)
och (z,y).

(b) (2p) Betrakta t.ex. den harmoniska funktionen u(x,y) = 1 In(2®+

y?) i D = {(x,y) € R?%: (z,y) # (0,0)}. Visa att u(z,y) har ett
entydigt bestamt harmoniskt konjugat i hogra halvplanet {(x,y) €
R%: 2 > 0} med v(1,0) = 0, och forklara varfor detta konjugat
inte kan fortsdttas pa ett entydigt satt till D som en harmonisk
funktion.



Lésning av (a): Enligt ledningen ar

(z.y) O )
v(az,y):B+/ (——udx+—Zdy>.

(:E():yo)

Eftersom D ar enkelt sammanhéngande sager Green att denna integral
ar oberoende av vagen om

O (Ou) _ 9 ([ du\_,
Ox \ Ox oy \ dy)

vilket &r sant pa grund av att w ar harmonisk.
(b): T hogra halvplanet géller det att

ov = Ou vty arctan Y
oxr Oy az+y? x21+z_§_8x x
= v = arctan 2 + 9(y);

x
v 1 x ou x
= I = toW)=5"= 57
dy 1+4% z? + y? or %+ y?

= ¢(y) =0 < ¢ =konstant =
v = arctan% + B, dir 0=wv(1,0)=arctan0+ B = B =0.
Detta ger att
v=argz da —7w/2<argz<m/2,

som inte kan fortséttas runt origo till en (entydig) funktion. Vidare ar

f(z)=u+iv=In|z| +iargz = log 2.

7. Lat m och n vara positiva heltal med n > m + 2. Visa att

™ o T/n
/0 :c"—l—ld:]c_ sin(wﬂ)’

n

Zm

z"+1

t.ex. genom att att anvinda residykalkyl pa funktionen f(z) = och

den slutna kurvan

Lo UCRU Loy, —{z=re®:0<r<R}U{z=Re":0<6<2r/n}
U{z=re®/". 0<r <R}



Lésning: De singuldra punkterna for f(z) = 2™/(2" + 1) ges av

= 1= O o T e = 0,1,2,. .. — 1.

Innanfor den slutna kurvan Lo U Cr U Loy, finns bara en singulér
punkt, namligen
iT/n

Z =€

Residysatsen tillampad pa f(z) och var slutna kurva sager att
fdz+ fdz—l—/ fdz =2mi-Res[f(z),e™m].
Lo Cr L27r/n

Lat oss titta pa dessa fyra termer i tur och ordning!

R m o0 m )
fdz:/ da:—>/ der da R — oo,
Lo 0 x"—|—1 0 x"—{—l

R™ 2R _ .
fdz| < ——=0O(R™""™™) -0 daR— o0
C Rn — ]_ n ’
R
22T
0 rmetms- ;2 ; (mt1)2r R rm
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o0 m
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o0 m -
-m+1 270 met1 ..
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)
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+1 +1
o gm omi et e T
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