Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsforslag till tentamen i 5B1107 Differential- och
integralkalkyl I1, 02—-03—-04.

1. Betrakta skruvlinjen
r = (cost,sint,e’), —oo <t < oo.

(a) Bestdm tangenten till skruvlinjen i en godtycklig punkt r(t). (1p)
(b) Bestam skdrningspunkten mellan tangenten och zy-planet. (1p)

(c¢) Visa att méngden av alla dessa skdrningspunkter for —oo < t < oo
bildar en cirkel i zy-planet. (1p) (3p)

Lésning. (a) Tangenten i punkten r(t) ges av

d
r =r(t) +s~d—; = (cost — s -sint,sint + s - cost, (1 + s)e') .

dar —oo < s < 0.

(b) Skdrningen med xy-planet fas da z-komponenten ar = 0, det vill
saga

(1+s)e'=0 < s=—1= (z,y) = (cost +sint,sint — cost).
(c) 2% 4+ y* = (cost +sint)? + (sint — cost)?
= cos’t + 2costsint + sin®t + sin®t — 2sint cost + cos*t = 2,
sa sokta mangden ar cirkeln {(z,y) € R?: 22 4+ y* = 2}.

2. (a) Ange forst det maximala definitionsomradet for funktionen

Ty
x,y) = ——.
f(z) l—y+uzy

Lat sedan D = {(z,y) € R*: 0 < 2 < loch 0 < y < 1}, och
lat D* vara lika med D minus hérnpunkten (0,1). Visa att f &r
valdefinierad i D*, men &r av formen ”$3” i punkten (0,1). (Ip)
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(b) Man ser latt att f till och med &r kontinuerlig i D*. Men &r det
mojligt att definiera f i punkten (0,1) sa att f blir kontinuerlig i
hela D? Forklaral (2p) (3p)

Lésning. (a) f ar definierad da ndmnaren ar # 0, det vill sdga y(1—x) #
1. Nar z = 1 ar detta uppfyllt for alla y. Da x < 1 ar villkoret
ekvivalent med y # ﬁ Il<r<l= ﬁ > 1 = f valdefinierad
dé10<x<1ochy§1;x:0:>ﬁzlifvéﬂdeﬁnieradéven
da x =0 och y < 1 = f valdefinierad i D*, men ar uppenbarligen av
formen ”2” i hornpunkten (0,1).

(b) Om f kan fortséttas kontinuerligt fran D* till hérnpunkten (0, 1),
sa maste f(z,y) ga mot ett bestamt varde nérhelst (z,y) — (0, 1) inom
D*. Men

lim f(z,1)= lim - =1,

z—0F z—0t T
och
lim f(0,y) = lim 0 0,
y—1- y—1-1—y

sa detta ar inte sant.
3. Lat f och g vara differentierbara funktioner fran R3 till R.

(a) Vad &r det for villkor som enligt implicita funktionssatsen krévs
for att systemet

T = f<u7 U? w)?
y = g(u,v,w),
lokalt ska definiera u och v som funktioner av =, y och w? (1p)

(b) Bestdm de partiella derivatorna av u och v med avseende pa z,
y respektive w uttryckta med hjalp av f:s och g:s derivator om
villkoret ovan &r uppfyllt. (4p) (5p)

Lésning. (a) Det lattaste sittet att inse villkoret for att kunna 16sa ut
u och v ar att differentiera det givna systemet, och sedan undersoka
nar differentialerna du och dv kan l16sas ut. Man far

do =% du+ % dv+ 2L dw
dy:%du—i—%dv—i—g—idw,

2



eller

D) GE
5222 ) \dv dy — 52 dw

For att kunna 16sa ut du och dv maste matrisen i vansterledet vara
inverterbar, vilket den ar om och endast om dess determinant ar # 0,
det vill saga

(b) I sa fall fas med vanlig matrisinvertering att

()-a (& £) (k)
dv) — Aa \ -3 o ) \dy — g2 dw)’

eller

ger till slut att

9 )
ou % ou —a—f ou 3((5,3,))
or 49’ 9y U9’ w99’
v O(u,v) Y O(u,v) w O(u,v)
8 ),
ov —% ov % ov —a((f,i’,))
or 209’ 9y 29’ gw = o209
. O(u,v) Y O(u,v) w O(u,v)

. Berdakna volymen av den storsta fyrkantiga lada, vars sidor ar parallella
med koordinatplanen, vilken ryms inuti ellipsoiden
72 2 L2

Y
St et a=L



dar a, b och ¢ ar givna positiva tal. (3p)

Losning. Lat ladans hornpunkt i forsta oktanten ha koordinaterna
(x,y,2); av symmetriskil inses att de atta hornen i sa fall ges av
(£, +y, £2), varfor ladans volym &r = 2x - 2y - 2z = 8xyz.

Sa problemet dr: maximera 8xyz under bivillkoret att (x,y, z) ligger
pa ellipsoiden, det vill siga x?/a® + y*/b* + 22/ — 1 = 0.

Enligt Lagrange satter man

L(z,y,2,A) = 8xyz + A- (°/a® + y* /b + 2°/c* = 1),

och bestammer de kritiska punkterna for denna funktion av fyra vari-
abler:

__ 0L ; 2\x
I 2\
0_—g—y_—8$2+b—2y,

0:?9—5:8553/—1—%,

oL 2 2 2
0=0L—22pu g2

For att fa en mazimal volym maste uppenbarligen var och en av x, y och
z vara > 0. Men da kan man 16sa ut —\ ur de tre forsta ekvationerna:

- 4a’yz  4b*az B 4cxy
oy oz
sa att
2 2
a*yz b xz b
y= _ a2y? = b2a? y= .
x Y a
och
2 2

a“yz c'ry C
= < a222 = 021:2 < 2z = -—I.
X A a

Med t := ax fas darfor (z,y,z) = (at,bt,ct), vilket insatt i fjarde
ekvationen ovan ger

1
P+ttt =1 <:>t:ﬁ:>(x,y,z): - (a,b,c).

Sl
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Da vi bara har en kritisk punkt for strikt positiva z, y och z, och da det
uppenbarligen finns ett maximum, sa maste den maximala volymen fas
i denna kritiska punkt, det vill saga

a b ¢ 8/3
V3 V3 V39

. Visa att funktionen f(z,y) = (1 + €¥) cosx — ye¥ har odndligt manga
maximipunkter, men inga minimipunkter alls. (4p)

abe.

maximala volymen = 8 -

Losning. Lat oss forst bestamma alla kritiska punkter:

{0:%:(1—1—6?/)(—8111@ < sinx =0 <= x =nm,

0= g—i =eVcosw —e¥ —ye¥ =eY(cosz — 1 —y),

dar n ar ett godtyckligt heltal.
r=nt=cos(nm) —1—y=0 < y=(-1)"—-1.

Sa n jaimn = 2k = kritiska punkten (z,y) = (2k7,0) och n udda =
2k + 1 = kritiska punkten (z,y) = ((2k + 1)m, —2), dér alltsa k =
0,+142, ...

Lat oss sedan bestdmma dessa kritiska punkters karaktéar, vilket man
gbr genom att titta pa andraderivatorna:

o2

9L = —(1+e) cosu,
Pf oy

ooy = —€’sinz,

giy{ =eY(cosx —1—y) +e¥(—1) =e¥(cosz — 2 —y).

(a) (x,y) = (2km,0) ger

2
s (2km, 0) = 0,

C = 4 (2kn,0) = —1,
AC - B*=2>0;

A =ZL(2kn,0) = -2 <0,
B:

A < 0 och AC — B%? > 0 betyder att dessa kritiska punkter ar
maximipunkter for f.



(b) (x,y) = ((2k + 1)m, —2) ger
A=Z8(@2k+ 1), -2) =1+¢2,
B = 2ZL((2k 4+ 1)x, —2) = 0,

= 0xdy

2
C=SL((2k+ 1w, —2) = —e72,
AC — B?*=—e2(1+¢e?) <0
AC — B? < 0 betyder att dessa kritiska punkter ir sadelpunkter.
Och saledes saknar f minimipunkter.

. Lat T vara den tetraeder vars horn ar beldgna i punkterna (0,0, 0),
(a,0,0) (0,a,0) och (0,0,a), dér a &r ett givet positivt tal. Berdkna

integralen
I= /// (2% + y?) dodydz.
T

Losning. Ritar man upp tetraedern sa ser man latt att

I= ///T(x2 +42) dzdy
- /x ja ( /y iax(a? + 3?) < /Z jaxy dz) dy) do
- /::a (/yyza_x(xz +y)(a—z—y) dy) dz;

héar ar den inre integralen

(3p)

y=a—=x
:/ (=’ + (a—2)y* — 2’y + 2°(a — 2)) dy
y=0

4 3 2.2 y=a—=x
Y a—2x)y 7y
= |:_Z+( 3 ) 5 +x2(a—x)y}
y=0
_ _(a—4x)4 T (a—3$)4 _ 952(@2—95)2 +a2(a — )2
_(a—x)t  2%(a—ux)?
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sa att

=0 /(4 — q)* 4 . a’a?
I:/m:0< B +§—ax+ 2)(13:
[@—a)® 2 ax* *2?]°
_[ 60 10 4 6]0
a@ a®  a a572a5
G010 46 60
b
=3

7. T en rat cirkular kon med héjden h och basradien R ar densiteten pro-
portionell mot avstandet till basytan, samt ar lika med 0 i konens topp.
Berékna konens massa. (4p)

Losning. 1 cylinderkoordinaterna r, # och z &r volymselementet =
rdrdfdz, och eftersom densiteten pa nivan z ar lika med d - ¥ sa blir
massan dm av volymselementet vid (r, 8, z) lika med dm = %zr drdfdz,
varfor hela massan blir

mz/dmz%///zrdrd@dz.

Med hjélp av likformiga trianglar inser man att da (r, 0, z) ligger pa
konens yta galler att
R—r

=% eller z:h<1—}%>.

<
h
Déarmed blir

5 0=2m R z:h(lf%)
m= —- / de - r / zdz | dr
h 6=0 r=0 z=0
) r=R 2 7\ 2
:i;2”'[;)r'§(1—}9 dr

r=R 27"2 7“3
— omh - ST
s /T:O (7‘ R +R2) r
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—12(5hR

8. (a) Bestdm arean av den del av rotationsparaboloiden {(z,y,z) €
R3: 2 = 22 4+ y*} som ligger inuti cylindern {(z,y,z) € R3: 2% +
y?> = R*}, dir R ar ett givet positivt tal. (2p)

(b) Bestam arean av den del av sadelytan {(z,y,z) € R: z = 2zy}
som ligger inuti cylindern ovan. (1p) (3p)

Losning. (a) z = 22 + y? = 830 = 2z, —; = 2y, sa att ytelementet &r
lika med

8z\> [8z\’
= — — — 2 2
ds \/1+ <3x) + (ay> drdy = /1 + 4(2% + y2) dady.

Darmed blir den sokta arean lika med

// V1 +4(22 + y2) dady
$2+y2<R2

0=2m
:/ / (1 4 4r? 1/2rdrd9
r 0

2 11%
— o (1 +4r2)3/2.2.2
0 {(—1—7") 3 810

(L+4R**? —1).

T
6
(b) z = 22y = % =2y, g—; = 2x = ytelementet ar lika med

vV 1+ 4y? + 422 dady,

vilket 4r samma som ovan, varfor vi ocksa far samma svar hér.

9. Langs z-axeln gar en konstant elektrisk strom. En magnetisk mass-
punkt i r = (z,y, z) paverkas av denna strom med kraften

k

= R (—y,x,0), dér k &r en viss konstant.



Arbetet som F utfor da den magnetiska masspunkten foljer kurvan C

fran ry till r; ges av linjeintegralen A = fc F.dr.

(a) Uttryck linjeintegralen med hjilp av cylinderkoordinater. (1p)

(b) Berdkna arbetet da C gar fran ro = (1,—1,2) till r; = (1,1,7)
och hela tiden befinner sig i det hégra halvrummet {(z,y,2) €

R3: x> 0}. (1p)

(c) Beridkna arbetet da C ar en sluten kurva vars projektion pa zy-

planet inte omsluter origo. (1p)

(d) Berdkna arbetet da C &r en sluten kurv vars projektion pa zy-

planet gar ett varv i positiv led runt origo. (1p)
Losning.

A:/F-dr:/i(—y,x,())-(d:v,dy,dz)
c c

2 + 12

_ k:/ —ydr +xdy
proj(C) x? + y2 ’

dér proj(C) ar C:s projektion pa zy-planet.

(a) x =rcosf, y=rsinf —= —ydr+xdy

(4p)

= —rsinf(cosd dr — rsinf df) + r cos O(sin  dr + r cos 6 df) = r* db),

vilket betyder att
—ydr+zdy

do,
x2 + y?

och

A=k / do
proj(C)

= k - ( totala vinkeldndringen da man genomléper proj(C).

(b) A =k - (vinkelandringen fran —m /4 till 7/4) = k- 7/2.
(c) proj(C) omsluter inte origo =

A = k - (vinkeldndringen fran en viss vinkel till samma vinkel) = 0.

(d) proj(C) gar ett varv i positiv led runt origo = A = k - 2.
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10. Lat F vara vektorfaltet (zz, —yz, 2%) och lat S vara den 2-dimensionella
enhetssfaren {(z,y, z) € R3: 2?+y?+2? = 1}. Berikna flodesintegralen

1:// F-Nds,
S

dir N &r den utatriktade enhetsnormalen. (3p)

Losning. Enligt divergenssatsen ar

I = // F-NdS = /// divF dxdydz
z24+y2+22<1
—/// (z—z—l—Sz)dmdydz—S/// 2* drdydz
x2+y?2422<1 x24y2422<1
p=1 ¢=m 27
= 3/ / / p*cos’ - p? sin ¢ dpdpdh
p=0 J¢=0 Jo=0
1 s 2
3 / ptdp - / cos?¢ sin ¢ de - db
p=0 ¢=0 0=0
VT =5,
—_— . —_— . 27r
S 3 Je—o

(1+1)-27 :4%.

I
w

Cﬂlf—‘
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