Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsforslag till tentamen i 5B1107 Differential- och
integralkalkyl II for F1, 02-04-10.

1. Funktionen

2y x, 0,0),
ﬂx’y):{ s (@) #(0,0)
0 (z,y) = (0,0)

ar snall och vdluppfostrad overallt utom mojligen i origo. Visa att f
ar kontinuerlig i origo, att de partiella derivatorna Of/0x och Of/dy
finns dar, samt undersok om f dr differentierbar i origo. (4p)

Lésning: Da (z,y) # (0,0) kan man anvénda poldra koordinater:

(x,y) = (rcosf,rsinf) = f = 7"(303‘9T—'7“SM

=rcosfsinf — 0 dar — 0= f ar kontinuerlig i (0, 0).

Eftersom f &ar identiskt noll pa z- och y-axlarna, sa ar

of _of _
500 =5 0.0)=0

f ar differentierbar i origo om
f(h,k) = £(0,0) = h - 8£(0,0) — k- 9£(0,0)
N/

Héar ar detta uttryck lika med

— 0da (h,k) — (0,0).

T —0—h-0—Fk-0 hk

NEES= TR R?
= cosfsinf, som inte gar mot 0 da r = Vh? + k% — 0.

= { polara koordinater }

Slutsats: f ar inte differentierbar i origo.
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2. Berakna dubbelintegralen

7= // ydxdy,
D

dar D ar omradet mellan kurvorna y = /1 — x, y = /1 + x och linjen
y=0. (3p)

Losning:
y=+vV1l—-2z < z=1—9> ochy>0,
y=+V1+x < x=y*—1o0chy>0;
dessa kurvor skar varandra da
r=1-y"=9y -1 < ¢y =1 < y =1 (eftersom y > 0).
Darmed blir
>

y=1 rz=1—y y=1
I:/ / dx ydy:/ 2(1 — yH)y dy
y=0 r=—1+y2 y=0

1 2 471
Y Y 1 1
=2 — PN dy=2|% —Z| =2.-=—,
/o(y y)y [2 4] 4 2

0

3. Berdkna trippelintegralen

2
T
-/ gt e

dir D ={(z,y,2) e R®: 1 < x* +y* + 2% < 4}. (3p)

Losning: Med sfariska koordinater fas

2
/ / / pisin’g cos*f (bcos - p?sin ¢ dpdod
p=1J¢=0J60

2
—/ —/ sin®¢ do - cos*0 df
p=1 P $=0 6=0

=In2- /ﬂ(l — cos’¢)sinpdep - = {u = cos ¢, du = — sin pde}

0

:ﬂln2-/1_1(1—u2) (—du) :7rln2-2/01(1—u2)du

1 47 In2
=2rIn2-(1—-—=)] = .
3 3




4. Visa att 3xy®> +1 >0 da z* + 2y*> < 1. (3p)

Losning: Vi ska visa att minsta vardet for f(z,y) = 32y> + 11D =
{(z,y) e R?: 2% +2y*> < 1} ar > 0.

D:s inre:

0=20f/0r =3y*> < y=0,
0=0f/0y = 6zy; day =0 fas att = ar godtycklig.

D.v.s., om f antar sitt minsta varde i D:s inre, sa sker det pa z-axeln,
dar f=1>0.

D:s rand: Har ar
1
y2:§(1—x2) da —1<x<1,
varfor

1 3
f:3:)3-§(1—a:2)+1:—(x—x3)+1dé — 1<z <1, och

2
d
oY _3

1
= 1 — 322 =+—.
. 2( 317) = «x

V3

Sa méjliga z-viirden dér f kan anta sitt minsta virde dr 1 och £1/v/3.
Diz=41= f=1ochz=241/V/3= f=1%1/1/3 ser man att
f:s minsta viirde da 22 + 2y? < 1 &r lika med 1 — 1/4/3, som dr > 0.

5. Ekvationssystemet

Yy +yz +zx =3,
:vz—y2—|—,22:1

definierar en kurva C i R3, vilken gdr genom punkten (1,1,1).

Visa att nara (1,1,1) kan C skrivas pa formen

{x = f(2),
y = g(2),

samt berdkna f'(1) och ¢'(1). (3p)



Losning: Differentiering av ekvationerna ger

(y+2)de+ (x+ 2)dy + (x +y)dz = 0,
rdr —ydy+zdz=0

som da z =y = z = 1 reduceras till
() de+dy+dz=0 (1)
de —dy+dz=0 (2)
(1)+(2) = dr=—dz och (1)—(2)=dy=0.

Eftersom man saledes kan 16sa ut dxr och dy som multipler av dz ur
(%), sa séger implicita funktionssatsen att man néra punkten (1,1,1)
kan 16sa ut x och y som funktioner av z:

{xz o
y=9(2).
Ochdr = —dz = f'(1) = —-1,dy=0=¢'(1) = 0.

. Lit S vara en yta i rummet med randkurvan C och lit N vara en
enhetsnormal till S som ar positivt orienterad med avseende pa C. Lat
vidare v = (a,b,c), ddr a, b och ¢ dr konstanter. Visa att

fé(vxr)-dr:2//8v-NdS. (3p)

Lésning: Eftersom

€x €y e

vxr=|a b c¢|=(bz—cy,cx—azay—bx)
r oy oz
och
€y ey e,
rot (v X r) = a% a% % =(a+a,b+bc+c)=2v,

bz—cy cx—az ay—bx

sa sdger Stokes sats att

j{(vxr)-dr://srot(vXr)-NdSzQ//SV-NdS.



7. LitD={(z,y,2) € R3: 2> +y* + 22 < 1 och z > \/x% + y?}, och ldt
S wvara D:s begransningsyta.

Berikna flodet av vektorfiltet F = (2y*, 23, 2%) ut genom S. (3p)

Losning: Divergenssatsen sager att

I:// F-NdS:/// div F dxdydz,
S D

diar divF = (0/0z,0/0y,0/0z) - (zy*, 23, 2%) = 2z. 1 sfiriska koordi-
nater ges Dav0<p<1,0<¢ <7/4och0<0 <2, sa att

1 w/4 27
Z:2/ / / pcos ¢ - p*sin ¢ dpdpdd
p=0J¢=0 Jo=0

1 /4
:2/ p3dp-/ sing - cospdo - 2w
p=0 ¢

=0

11 " ( 1 )2 ™
47 = - | =sin? =—|—=) =-.
4 {2 40 2 \V2 4
8. Berdkna arean av den del av forsta kvadranten som ligger innanfor
kurvan x® + y* = 3xy (="Descartes blad”).

Ledning: Kurvan kan parametriseras genom att man till varje punkt
(x,y) pa kurvan associerar lutningen t for den linje som gar genom
(0,0) och (x,y). Gér man detta fas

y=tr = 2° +t°2° = 3tz = (1 + *) = 3t =

3t 3t? )

Lésning: Enligt en kind formel (som foljer omedelbart ur Greens sats)
ges arean innanfor en sluten kurva C av

1
A:j{(—y)das:]{xdy:—f—yd:v%—ﬁdy.
c c 2 Je

—ydr +xdy = —trde + zd(te) = —tedr + x(zdt + tdz)

92
=22 dt = ———— dt,
(1+13)2

Har ar



sa att

A—l/oogit?dt—{u—lﬂg’ du = 3t* dt}
2y (L2 P

TR
2, w2 w2
. Transformera Laplaces ekvation
o P
ox2  oy?
till poldra koordinater. (5p)
Losning:
x =rcosf . dx\  [cost —rsinf\ (dr .
y=rsinf dy) \sinf rcosf dé
dr cosf —rsin®\ " [dr cosf sinf\ [dx
df) \sinf rcosf dy) — \=nf sl J\dy)>
varur man laser ut att
or o0 or sind 060 sinf 00  cosf
- = — = 91 _ = — —_— = .
Ox T Oy T Ox r Oy r
Med hjalp av kedjeregeln fas nu
@_8_u COSH+8—U —sinf
oxr  Or ol r
och
0*u 0*u 0*u  —sinf ou —sinf
— [ == . cosh ) ccosf 4+ — . (—sinf) -
Ox? (87’2 cosv orof r ) cosv or (=siné) r
N 0*u cosf+ O*u —sinf\ —sind
orof 06? r r
ou [ —cosf —sin0+sin9 0
00 r r r2 o8
_ Pu cosl + O*u  —2sinfcosd N O*u  sin®0
- Or? orof r 0%  r?
% sin?6 n @ 2cosfsinf
or r 00 r2 '



Pa precis samma sétt ser man att

Pu Pu ., O*u  2sinfcosf  O*u cos*d
a2 o M5 T 2 Toap e
du cos’d  Ou —2sinfcosd
Yo v

Adderar man uttrycken for 9?u/dz* och 9%u/0y* sa ser man med hjalp
av trigonometriska ettan att

*u  O%*u - Pu 1 0%u 10u

o "o o 2 oe Trar

10. Bestam de kurvor 1 rummet som har konstant krokning k och konstant
torsion T genom att integrera Frenetformlerna

d T 0 x 0 T
d_ N = —K 0 T N
*\B 0 -7 0) \B
Ledning: Bérja med att titta pd d2IN /ds?. (5p)

Losning: Eftersom k och 7 ar konstanta ger derivation av

dN . .
d— = —HT + TB
s
att
2N . .
T2 = —Kk KN +7-(—=7N)
eller
2N <
e (K* + 7 )N =0,

det vill sdga den berémda svangningsekvationen fran mekaniken, med
den valkanda losningen

N=C cos(V k2 + 72s) + Casin(V k2 + 725),



dar Cy och Cjy ar godtyckliga konstanta vektorer. Integration av

A

dT N
T kN
ds "

ger harnast att

. Cik . Cyk
T = \/ﬁ sin(V k2 + 72s) — \/ﬁ cos(VK? + 72s) 4+ Cs,

med en ny konstant vektor Cs. Till slut fas r = r(s) genom att inte-
grera dr/ds =T

r = Gir cos(VK? + 12s) — Car sin(vVk? + 72s) + Css + Cy,

K2+ 72 K2+ 72

med annu en ny konstant vektor Cy.



