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Entropie des applications unimodales

Depuis mon arrivée & KTH en septembre 2007, j’ai commencé une collaboration avec
Michael Benedicks sur I’entropie dans les familles des applications unimodales. Au début
des années '80, Douady, Hubbard, Sullivan, Milnor et Thurston ont montré que ’entropie
est monotone dans la famille quadratique

r—a—212% 0<a<?2
On essaye de généraliser ce résultat pour les familles
r—a— x|,

pour tout r > 1. Il s’agit d'une conjecture presque aussi ancienne que le résultat sur
la famille quadratique. Les simulations numériques que nous avons effectuées semblent
confirmer cette conjecture.

Dans le cas quadratique, ’analyticité des applications unimodales est utilisée de fagon
essentielle. Nous avons choisie une autre voie, suggérée par John Milnor, en utilisant une
version de 'algorithme de Thurston pour les applications unimodales.

Dimension des ensembles connexes oscillants

Soit FCC un ensemble compact connexe. Pour tout x € C et ¢ > 0 on dénote par
Be(x, ) Voscillation de E en x & échelle ¢

Bp(z,e) = tinf  sup  dist(z, L),
LeL z€END(z,3¢)

ou L est 'ensemble des droites qui intersectent le disque D(z,¢e). S’il existe § > 0 tel
que Bg(z,e) > B pour tous x € C, ¢ > 0 tels que D(z,5) N E # (), on dit que E est -
uniformément oscillant. Sous cette hypothése, Bishop et Jones montrent en [2] qu’il existe
une constante universelle C' > 0 telle que

dimpy(E) > 1+ Cp>

Je me propose de démontrer qu’'un tel ensemble est de dimension strictement supérieure
a 1. On dit qu'un ensemble compact connexe K est oscillant en moyenne s’il existent § > 0
et B > 0 tels que pour tout x € K il existe une suite (n;);~oCN strictement croissante telle

que
lim inf >4

k—o0

k



et pour tout 7 > 0
6}((1,’2—”1') > ﬂ

Soit K CC un ensemble compact connexe. On dit qu'une courbe v approche K a distance
e et on dénote par v € I'(K,¢) si pour tout z € K, dist(z,7) < . Soit [ la mesure de
Hausdorff en dimension 1. Pour € > 0, on définit aussi

LK) = _inf I(y)

vET(K.e)

Des estimations de [. pour les ensembles oscillants ont été montrées en [4] et utilisées
dans la preuve du résultat de Bishop et Jones. Ils construisent une mesure de probabilité
w avec supp uCFE telle que pour tout z € C et r > 0, u(D(z,7)) < Cr®, ou C est une
constante positive. Par le principe de distribution de masse, cela implique dimy(F) > a.

Cette approche ne semble pas disponible dans le cas d'un ensemble oscillant en moyenne.
Une premiére approche serait de démontrer une version plus faible du résultat, en rem-
placant la dimension de Hausdorff par la dimension de Minkowski. J’ai observé que la
croissance de I.(K) quand e—0 est étroitement liée & la dimension de Minkowski.

Lemme. Soit KCC compact et connexe. S’il existe C,C" > 0 et 0 < a < 8 < 1 tels que
pour tout € > 0 suffisamment petit

Ce™ <I(K) < e,

alors

Les estimations de [. obtenues en [4] sont aussi valables pour les ensembles oscillants
en moyenne mais le résultat n’est pas suffisant pour appliquer le lemme précédent.

La variante faible du résultat peut s’avérer utile dans I’étude des ensembles invariants
pour une dynamique rationnelle, comme par exemple I'’ensemble de Julia ou la frontiére
des disques de Siegel. En général, la dimension de Hausdorff et la dimension de Minkowski
coincident pour de tels ensembles.

Dimension de la frontiére des disques de Siegel

Soit f une application rationnelle et A un disque de Siegel de f. Sur A, f est conjuguée
a une rotation z—M\z dans le disque unité, on A = exp(2mif), avec 6 € [0, 1]\Q, le nombre de
rotation. Si (a;);>o est la suite de coefficients de la représentation de # en fraction continue,
on dit que # est du type borné si la suite (a;);~o est bornée.

Graczyk et Jones ont montré en [5] que si la frontiére d’'un disque de Siegel A est un
quasicercle et contient des points critiques, alors le nombre de rotation est du type borné
et OA est un ensemble uniformément oscillant. Ils obtiennent donc



Je me propose de démontrer que pour presque tout nombre de rotation 6, la frontiére
d’un disque de Siegel A(f) qui contient des points critiques est un ensemble oscillant en
moyenne. Ceci pourrait donc montrer que la dimension de OA(6) est strictement supérieure
al.

On connait des exemples de disques de Siegel dont la frontiére ne contient pas de points
critiques et qui est lisse (donc de dimension 1). Aussi, 'ensemble de nombres de rotation ne
contient pas tous les points irrationnels du cercle mais son complémentaire est de mesure
de Lebesgue nulle.

Graczyk et Jones ont montré que les coefficients (a;);~o de la représentation en fraction
continue du nombre de rotation € sont liés a la géométrie de OA(#) aux différentes échelles.
J’espére pouvoir montrer que si les moyennes

n

1
m(0,n) = - Z a;
i=1
sont bornées, alors JA(f) est un ensemble oscillant en moyenne. L’ensemble de nombres

de rotation ayant cette propriété est de mesure pleine.

Invariance topologique de la condition RCE

Une autre direction de recherche, suggérée par un des résultats de ma thése, est I'in-
variance topologique de la condition RC'E (les orbites critiques récurrentes sont Collet-
Eckmann) dans le cas rationnel (sur la sphére). L’invariance par conjugaison topologique
de la condition de Collet-Eckmann, une propriété analytique, a été étudiée auparavant
dans le cas des applications de l'intervalle. Les travaux de Nowicki, Przytycki et Sands
[11, 10] ont montré que la condition de Collet-Eckmann est invariante par conjugaison to-
pologique dans le cas S-unimodal. Les premiers contre-exemples de 'invariance topologique
de la condition de Collet-Eckmann dans le cas S-multimodal ont été semi-hyperbliques (les
orbites critique sont non-récurrentes). Swiatek a formulé la conjecture de I'invariance to-
pologique de la condition RC'E dans le cas S-multimodal [17]. Dans [14] j’ai construit un
contre-exemple pour la conjecture de Swiatek qui comprend deux polynémes réels avec
des points critiques de multiplicités différentes, conjugués sur I'intervalle. Une conjugaison
(topologique) sur la sphére préserve la multiplicité des points critiques, par conséquent on
ne peut pas construire un contre-exemple du méme type.

Une premiére étape dans 1’étude du probléme serait de montrer qu'une conjugaison to-
pologique sur C est en effet quasi-conforme si une des deux applications est ROE. Cela est
appuyée par le résultat de Przytycki et Rohde [15] qui montre qu’une conjugaison topolo-
gique est quasi-conforme si une des deux applications est Collet-Eckmann. Ce résultat a été
généralisé par Graczyk et Smirnov [7] pour des applications qui satisfont & une condition
de croissance (plus faible) de la dérivée sur les orbites critiques. Aussi, un résultat récent
de Kozlovski, Shen et van Strien [9] affirme la rigidité des polynomes réels. Plus précisé-
ment, si deux polyndémes ont seulement des points critiques réels de degré pair et s’ils sont
conjugués sur R de fagon que les multiplicités des points critiques soient préservées alors
ils sont quasi-conformément conjugués sur C.



A la recherche numeérique des composantes farfelues de ’ensemble
de Mandelbrot

La conjecture centrale en itération rationnelle est la densité des dynamiques hyperbo-
liques. Enoncée il y a presque un siécle par Fatou et malgré des efforts impressionnants de
nombreux mathématiciens, elle demeure sans preuve.

Pour ¢ € C, soit f. le polynéme quadratique z—z? + c. L’ensemble de Mandelbrot est

M={ceC:¥n>0,|f0)] <2}

Une des variantes de la conjecture de Fatou affirme que chaque composante connexe
de lintérieur de M contient un paramétre hyperbolique (i.e. f. a une orbite périodique
attractive). Si une telle composante connexe ne contient pas de paramétre hyperbolique,
elle est appelée farfelue.

Je me propose de démontrer a l’aide de 'ordinateur que les composantes farfelues ne
contiennent pas de disques de rayon 1073, En remplacant les nombres par des intervalles
dans les calculs, on peut obtenir des preuves numériques des certaines inégalités, les erreurs
de calcul étant prises en compte a chaque étape. Il suffit de montrer qu'un point de I'orbite
critique est en dehors du disque D(0,2) ou que l'image d’un carré () par une itérée de f.
est strictement contenue dans () pour démontrer que f. est hyperbolique. On sait alors que
¢ n’appartient pas & une composante farfelue.

Ce projet produira aussi des images trés fidéles de 'ensemble de Mandelbrot. Pour
chaque pixel d’une telle image on disposera d’une preuve formelle de I'existence d’un pa-
rameétre qui le représente.

Caractérisation dynamique de la régularité Holder

Inspiré par les résultats de [3], [6] et [16], j’ai étudié la condition RC'E dans I'espoir de
montrer qu’elle est équivalente & la décroissance exponentielle des composantes ExpShrink.
J’ai montré qu’elle implique FxzpShrink [13] et aussi que la réciproque n’est pas vraie [14].
ExpShrink est équivalente & plusieurs variantes faibles d’hyperbolicité, dont la condition
de Collet-Eckmann topologique (TTC'E), et est invariante par conjugaison topologique [16].

Je me propose d’étudier le probléme suivant : trouver une condition en termes d’orbites
critiques des applications rationnelles qui soit équivalente & ExpShrink. J’ai formulé une
telle condition qui est plus générale que ExpShrink, décrite par la suite.

Le contre-exemple pour l'implication FxpShrink = RCE que j’ai construit met en
évidence la raison précise pour laquelle on perd la croissance de la dérivée, méme sur les
orbites critiques récurrentes. Lors de passage d’une telle orbite trés prés d’'un (autre) point
critique, la perte en dérivée peut étre beaucoup plus importante que la perte en diameétre.

EXEMPLE : Soit f(z) = 2P, p>2,7r>0et z € C avec |z| < r. Alors

diam f(B(0,7))

— p_l ! — p—l
diam B(0, r) P> () = pl




On peut donc essayer de compter la dérivée différemment pour obtenir une croissance
exponentielle du type Collet-Eckmann. Pour des raisons de clarté, les définitions suivantes
sont données dans le cas polynomial mais on peut facilement les étendre au cas rationnel en
utilisant la dérivée sphérique. Soit f un polynome. Pour tout z € C et r > 0 suffisamment
petit on définit

D(z,r) = |f'(2)], si dist (z, Crit) > 7,
V0 pel Mefrte,si dist(z, ¢) = dist(z, Crit) < r et ¢ € Crit,

ou f(z) =~ f(c) + M.(z — ¢)* sur B(c,r) pour tout ¢ € Crit.
On définit aussi pour tout n >0, 2z € C, r > 0et 6 € (0,1)

n—1

dy(z,1r,0) = H D(f'(z),r6™").

1=0

Cela représente une valeur augmentée de |(f")'(z)| en tenant compte des passages de l'orbite
de z trop proches des points critiques.

On dit que z € C satisfait a la condition CFE3(z) s’il existe C' > 0, A > 1, 7 > 0 et
0 € (0,1) tel que pour tout n > 0

dy(z,7,0) > CA\".

On dit que f satisfait a la condition de Collet-Eckmann de troisiéme espéce C'F3 si on a
C'Es3(v) pour toute valeur critique v € J et f n’a pas de cycle parabolique.

Comme résultats encourageants dans cette direction j’ai observé que les polynomes
infiniment renormalisables ne satisfont pas C'E5 et que ExpShrink implique cette propriété.

Programme de recherche a long terme

Une caractérisation en termes d’orbites critiques pourrait permettre une étude de TC'E
dans I'espace de paramétres, en développant les méthodes employées par Aspenberg dans
sa these [1]. Un premier probléme qu’on peut se poser dans 'espace de parameétres est si
presque toute application rationnelle TC'E est Collet-Eckmann.

Une autre direction de recherche est d’étudier si les applications rationnelles Collet-
Eckmann (ou RCE ou ExpShrink) sont dans 'adhérence de I’ensemble des dynamiques
hyperboliques. Un résultat récent de Kozlovski, Shen et van Strien [8] montre que c’est le
cas pour les polyndémes réels qui ne sont pas infiniment renormalisables.

La dynamique rationnelle peut-étre étudiée en relation avec les groupes de Klein, direc-
tion de recherche appelée le dictionnaire de Sullivan. La régularité John a été par exemple
caractérisée par McMullen en [12]. Il serait intéressant de considérer la régularité Holder ou
méme la connectivité locale (uniforme) des ensembles limite, direction qui m’a été suggérée
par Peter Jones.
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