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Kungl Tekniska Hogskolan Tentamen
Matematiska institutionen Diff o Trans for F2, 5B1202/f
~ 99-04-12

Skrivtid: 5 timmar.
Hjalpmedel: Beta
3 podng for per uppgift. Betygsgranser: 3> 9, 4> 13.5, 5 > 16.5 .

Férenkla svaren sa langt som mdjligt.
Endast vil motiverade l6sningar ger poing.

1. Bestam losningen till begynnelsevardesproblemet
y' —sin(¢)e? =0, y(0)=0.

Bestim existensintervallet for losningen.

2. Los systemet
¥, = —n(t) + wa(t), 11(0) = ¢,
vy = —v1(t) — ya(t), y2(0) = ¢g,

dir ¢; och ¢; dr godtyckliga reella tal.
Rita ett fasportratt for systemet, och markera riktningen hos rérelsen.

3. Betrakta systemet
z''(t) + 8z(t) — dy(t) = 8(t — 1) — 8(t — 2),
—4a(t) + y"(t) + 8y(t) = 0,
med begynnelsevillkoren z(0) = z'(0) = y(0) = ¥/(0) = 0. Hir ar 8(¢) Heaviside’s

stegfunktion, d v s
1, t>0
6(t) = =
0, t<0.

Bestdm z(t) for ¢ > 0.
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4. Betrakta systemet

= y(ll T —y°),
d
d—il =—z(1— z* — y?).

a) Detta systemet har dels en isolerad kritisk punkt, dels en sluten kurva bestiende
enbart av kritiska punkter. Bestim den isolerade punkten och den slutna kur-
van.

b) Linjarisera systemet i nirheten av den isolerade kritiska punkten. Visa att detta
linjariserade systems losningar ar cirklar runt punkten.

c) Visa att &ven det ursprungliga, ickelinjira systemets losningar ligger pi cirklar
runt samma punkt.

Ledtrad for c): Berdkna £ (z(t)? + y(¢)%) och dra en slutsats.

5. Betrakta nividkurvorna till funktionen
¢(z,y) = ™ +y,
d v s kurvor pa formen y = y(z, C) vilka uppfyller
¢(z, y(z)) =C.

Harled en differentialekvation fér dessa nivakurvor. Skriv upp denna. Betrakta nu
16sningen med y(0) = 1. Visa att f6r denna 18sning giller (1) < 0.5.

6. Betrakta de tvd begynnelsevirdesproblemen
1) ¥'(t) =y(@®)*+t*,  y(0)=b
och
2) ¥ =y(t)?,  y(0)=20.

Bagge med samma b > 0. Visa med hjélp av problem 2) och dess 16sning att det
finns ett 0 < T < oo sidant att losningen till 1) gdr mot oindligheten da t — 7.
Ordentliga argument krivs.

LYCKA TILL!
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Kungl Tekniska Hogskolan Losningar till tentamen
Matematiska institutionen Diff o Trans for FF2, 5]31202//
99-04—12

1. Ekvationen #r separabel,
y'e ¥ =sint, —e ¥=—cost+C.

y(0) = 0 ger C = 0. Alltsa
y(£) = —In{cost).

Existensintervallet &r det stérsta intervallet runt ¢ = 0 dér cost > 0, d.v.s. {t : [¢| < 7n/2}. Det
géller att y(2) — 400 nér ¢ nirmar sig intervallets indpunkter 7/2 eller —7 /2.

2. Egenviarden —1 =+ 7 med egenvektorer (:im) Lat T = (1 _13), daTl=1 (i _:) och funda-

mentalmatrisen, ${t), uppfyller

el—1+i)¢t ] 1 _¢ { cost sint
r1>(t)=T( 0 3(—1—1')#)T =€ (—sint cost)'

Lésningen &r

c1cost + cosint
—c18int +ecgcost /)’

70 = 2(te =
Egenvirdena &r komplext konjugerade med negativ realdel och dirmed &r origo en asymptotiskt
stabil spiralpunkt. Rotationsrikiningen ar negativ (medsols) vilket framgir om man t.ex. sitter

¢1 = 1, ¢z = 0 i ovanstdende ldsning eller om man t.ex. sitter y; = 0, y2 = 1 i den ursprungliga
ekvationen.
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3. Efter Laplacetransformering fis ekvationssystemet
H

(s* + S)X(s) —4Y(s) =(e™* —e"2%)/s
—4X(s)+ (2 +8)Y(s) =0.

—a _ e-—23

Detta ger
(s? +8)% — 16 €
M T T Oy =% __T€ "
$2+8 s) s
Eftersom (z + 8)? — 16 har rStterna z = —4 och z = —12 &r (5% + 8)2 — 16 = (s? + 4)(s2 + 12) och

partialbrdksutveckling leder till
5% +8
X(s) = -
() 5(9? + 4)(s2 + 12) (e

-2 _ (L1l 1 1 — —
€ E) = (E; T Be4a T ﬁsii]ﬁ)(e ‘e 23)'

Alltsa Ar svaret
w(t) = ¢t — 1) — 6(t — 2)) — 3 (0(t — 1) cos[2(t — 1)] — 8(t — 2) cos[2(t — 2)])

— 25 (8(t — 1) cos[2+/3(2 — 1)] — 6(t — 2) cos[2+/3(¢ — 2]
t<1;

1<E<2;

e

§ — 5 cos[2(¢ — 1)] — & cos[2v/3(t ~ 1)],

§ (cos2(t — 2)] — cos[2(¢ — 1)])
+az (cos[2v3(t — 2)] —cos[2vB(t —1)]), t>2.

a) y(1—x?—9%) =0o0ch —z(1 — 22 — y?) = 0, om och endast om {z,y) = (0,0) eller z2 +y2 = 1.

! —z

b) Det linjira systemet ar
N _(yvN_{(0 1\ [z
v) “\-1 0/ \y)"
Matrisen har egenviirdena i med egenvektorerna . ]. Den allminna lﬁéningen ar T(t
+4
cost . _ [(8int PRNTE
7 —sint)’ o(t) = (cost)' lz@1* =

c1@(t) + c20(t) dir e (1) = a(t) + io(2) d.vs. a(t) = (
¢} + c} eftersom 4(f) och #(t) 4r vinkelrita och har lingden 1.

c)
d ‘
EE(IQ +y*) = 2=z’ + 2y’ = 2zy(l - 2? — ¢?) — 2yz(1 — 2% —4%) = 0

varfor
22 (¢) + y%(t) = Konst.
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5.
Vi vet att
B(z,y) =¥V +y=C,

dir C &r en konstant. Genom implicit derivering m a p z fis
yel®¥) 4y (xe(”y) + 1) =0.
Dwvs
e(”y)
Ve 117

vilket &r den efterfrigade differentialekvationen.

Lat nu y(z) vara den lésning som uppfyller y(0) = 1. Konstanten blir i detta fall C = 2, och
lésningen ges implicit av

!

y:

W fy =2,
Forz =1 far vi
W) L y(1) = 2. (1)

Denna ekvation kan inte 18sas i termer av elementira funktioner, utan vi masté anvinda nigon
approximationsmetod. Taylorutveckling ger

eV =1 4+ y(1) + R, (2)
dar R &r resttermen i Taylorutvecklingen. Vi fir genom insittning av (2) i (1)
y(l) =05—-R )

och det eftersdkta pistiendet foljer om vi kan visa att resttermen &r positiv. Detta bevisas som
foljer. Funktionen e* + w &r en strickt vixande funktion av w och antar virdet 1 i punkten 0.
Losningen y{1) till (1) maste d&rfér vara positiv. Resttermen i Taylorutvecklingen av e¥(1) #r

oo
R= y(1)*/kl,
k=2
vilket dr positivt nir y(1) ir positiv.

6. Lat y(t) vara 16sningen till det forsta problemet och y2(t) lésningen till det andra. Hégerleden i
bégge differentialekvationerna dr icke negativa si bigge 19sningarna &r vixande och stdrre &n b > 0,
fér £ > 0. Genom den vanliga metoden for separabla variabler fir vi 16sningen till problem 2) som

b
ya(t) = T8’

vilken exploderar vid tiden ¢t = 1/b. Vi vill nu visa att y;i (£} > ya(t) f6r ¢ > 0, vilket ger att #ven
y1(t) miste explodera for ndgot 0 < T < 1/b.
Vi har att

d 1 2 d 1
—(——)=14+ = >1=—(-—). 3
dt 'yl) yi dt( yz) )

Eftersom —1/y1(0) = —1/b = —1/y2(0} sd ger (3) att

— L > ! t>0
y1(t) ya(t)’ ’
Dwvs

() > y2(t), t>0.
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" Kungl Tekniska Hégskolan Tentamen
Matematiska institutionen Diff o Trans for F2, 5B1202 //
99-08-24

Skrivtid: 5 timmar.
Hjilpmedel: Beta
3 poéng for per uppgift. Betygsgrdnser: 3> 9,4 > 13.5, 5> 16.5 .

Férenkla svaren si lingt som mdjligt.
Endast vil motiverade losningar ger poing.

1. Lis systemet
1 = —y(t) + v (t), 11(0) = e,
Yo = =21 (t) + v2(2), ¥2(0) = ¢z,

dér ¢; och c2 dr godtyckliga reella tal.
Rita ett fasportritt for systemet, och markera riktningen hos rérelsen.

2. Los med hjilp av Laplacetransformsmetoder féljande system av ODE.

¥ = —1n(t) + vali), y1(0) =1,
Yo ==21(t) + y2(t) + €7,  1(0)=0.

3. Avgor f6r var och ett av nedanstiende system vilken typ av kritisk punkt origo &r.
Ange ocksd om denna kritiska punkt dr stabil eller instabil.

»70=(_; 7)o

v ro=( ;7 )

4. Finn l8sningen till féljande begynnelsevirdesproblem.

’ eV
y_'l_t:

y(0) =b.

Ange, for varje virde pa b, hur linge 16sningen existerar. Vad hinder vid den tidpunkt
d& l8sningen upphdr att existera.
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5. Betrakta differentialekvationen
2y (t) — ty () + y(¢) = 0, t> 0.
a) Finn den allménna lésningen till denna differentialekvation.
b) Vad hinder med l8sningen nir ¢ gar mot 07
c) Hur hénger detta ihop med satsen om entydig existens?

Ledtridd: Anvéind substitutionen s = In(¢). Transformera till en differentialekva-
tion med s som oberoende variabel istallet for ¢, 16s denna differentialekvation och
transformera sedan tillbaks svaret.

Bilden ovan beskriver systemet

r = —z(4 — (2 + 7)) — y(2® + 1?),

y = —2y(4— (2 +y?)) + z(z? + ).

Cirkeln i bilden beskriver den enda periodiska 13sningskurvan fér systemet. Den
kritiska punkten (0, 0) &r den enda kritiska punkten fir systemet. Vi betraktar den
13sning f(t) som startar i punkten (3,0). Avgdr om de féljande tre pastdenden &r
sanna eller falska. Ge en matematisk motivering i varje fall.

a) For den 16sning som startar i (3, 0) géller §(¢) — (0,0) nir t — oo.
b) Den l6sning som startar i (3,0) nirmar sig den periodiska banan nir £ — co.

c¢) For -den l6sning som startar i (3,0) giller ||§(¢)]] = oo nir ¢ — oo. (Har
betecknar ||7]| normen av vektorn 7, d.v.s. lingden p4 vektorn.)

LYCKA TILL!
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Kungl Tekniska Hégskolan Losningar till tentamen

Matematiska institutionen Diff o Trans for F2, 5B1202//
99-08-24
. { -1 1 " . R 1
1. Systemmatrisen ( -2 1 ) har egenvirden ¢ med tillhérande egenvektorer ( 144 ) Den

allménna 16sningen blir darfor

(58)=4((1) o= (3 )omr) (1 oow (2 )o)

Insdittning av begynnelsevillkoren y;(0) = ¢; och y2(0) = c2 ger A = ¢; och B = ¢3 - ¢;. Ldsningen
blir darfér

( y1(t) ) _ ( ¢y cost) + (g — 1) sinft) ) .

ya(t) ¢z cos(t) + (c2 — 2c1) sin(t) (2)

Eftersom y; &r negativ da yz = 0 och ¢, > 0, s4 sker rdrelsen medurs.

2. Efter Laplacetransformering far vi

{ sth(s) —11(0) + 1 (s) — ga(s) = 0,

sya2(8) — y2(0) + 291 (s) — 2(s) = 71 e

Eftersom y;:(0) = 1 och y(0) = 0 far vi
{ (s + La(s) —gu(s) =1,

201(5) + (s — 1)0a(s) = 51—

Gausselliminering ger

1 1-3+4s

25y
11 1-T+s

TEsrz 54l

- 1
t(s) = 3

y2(s) =
Efter inverstransformering (t ex med hjilp av Beta) fir man
1 4 3

yi(t) = ge(_%) + gcos(t) -z sin(t),

1 1 7
Pls) = ——e(—28) L = — L
72(s) ¢ + g cos(t) = sin(t) .

a) Systemmatrisen i a) har egenvirdena r = 1 +44/2. Vi har alltsi en instabil spiralpunkt.

b) Systemmadtrisen i b) har egenvirdena r = —% =+ @. Vi har alltsid en sadelpunkt som &r
instabil.

¢) Systemmatrisen i ¢) har egenvérdena r = —% x %_g Vi har alltsd en stabil nod.
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4. Metoden for separabla ODE ger

fE‘”dy= f% (3)

vilket ger —e™¥ = —In |1 —¢|+C, eller y = —In{—C+1In |1 —t|). Inséttning av y(0) = bger C = —e~*
och

y(t) = —In(e~* + In(|1 — 8]} . (4)

Denna losning existerar tills antingen |1 —¢| = 0,d vst =1lellere® +1In(|l—¢#)=0,dvs

t=1—e"°". Det senare intriffar forst. Lésningen existerar alltsd upp till tiden 1 —e—<"", d& den .
BAr mot +oo.

a) Substitutionen som fSreslds i ledtrdden leder till ekvationen

Py _,dy
F - 2&-‘; +y =0,
med l8sning y = (A + Bs)e® = (A + Bln(i))t.

b)
ll_l}(]j(A + Bln(t))t =0.

c) Alla lésningar blir @ vid tiden ¢ = 0. Vi har darfijr inte existens av ldsningen till £ ex begynnel-
sevirdesproblemet y(0) = 1,%'(0) = 0. Detta &r dock konsistent med de satser om entydighet
och existens som ges i boken eftersom koefficienten framfdr hgsta ordningens term i ekvationen
ar singuldr vid ¢ = 0.

a) FALSKT: I detta fall maste 16sningskurvan skira den periodiska banan, vilket dr forbjudet p
g a entydighet hos l6sningen.

b) FALSKT: Av samma skil som i a) stannar ldsningen i omradet utanfér den periodiska banan.
Vi skriver

ach fir
7o = (2 + 20*)||r]]* —4) > 0.

Tangentvektorn for 16sningskurvan pekar darfér utat och lésningen kan inte gd in mot den
periodiska banan.

b) SANT: Vi vet att i tvd dimensioner méiste 18sningen antingen g mot en kritisk punkt, mot en
periodisk bana eller vixa ut mot odndligheten. De tva forsta alternativen har vi uteslutit i a)
och b). Difér dr pastiendet i ¢) sant.



