1 Att integrera med ett inverst trigonomet-
riskt variabelbyte

Med Coulombs lag i elektrostatik uttrycker vi avstandet mellan en kéllpunkt
r’ (en parametrisering av punkter dir kéllan finns) och en faltpunkt =, dar
vi soker det filtet med hjilp av vektorn R = r — ' € R3. Vi har Coulombs

lag som:
1 R 1 r—r
E = — —d ! = d !
(r) 47r50/|R|3 1 4#50/|r—1“’|3 1

dir dq¢’ &r ett infinitessimalt element av laddning (beroende av kéllpunkten
r') och gy &dr den elektriska konstanten (permittiviteten for tomrum). Det
Ar déirfor speciellt intressant med integraler av typen 1/|RJ3. Vi ska i detta
dokument titta lite pa denna typ av integraler nedan.

1.1 Att integrera en elektriskt viktig funktion

Lat oss borja med en riktigt tjusig metod for att losa integraler: inverst
trigonometriskt variabelbyte. Vi ska tillimpa denna metod pa integralen

1
I:/(x2+y2)3/2dx

Variabelbytet! z = z(8) = ytan 8 ger manga fina egenskaper som hjilper
oss att losa ovanstaende integral. Da

d Yy ydf
— =y(1 +tan®B) = =
samt
2 2 2 2 ?J2
r* 4+ y° =y (1 +tan*g) = o2

I bada dessa relationer far vi den 6nskade formen med hjalp av den trigono-
metriska ettan: sin? 8 + cos? 3 = 1. Med hjilp av dessa tva identiteter far vi
att integralen reduceras till:

5B, ydB 1 1
]:/(%)((&—26):E/COSﬁdB:ESIH/B‘i‘C

dér C' &r en konstant. Vi har nu néstan 16st integralen, det vi behover gora
som ytterligare steg ar att identifiera sin 3 i termer av x och y. Vi definierade

1Vi ser att det &r ett inverst trigonometriskt variabelbyte da 8 = tan™!(x/y).
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tan § = x/y, om vi tdnker oss x,y som katetrarna i en ratvinklig triangel ser
vi att sin § = x/+/x2 + y2, och vi har svaret av den sokta integralen:

1:/(;01:6:;“;

PP 2y
1.2 Validering

Vi kan alltid kolla att integralen &r korrekt utrdknad genom derivering. Vi
har att:
d T 1 x? 1

de /212 P+ PR+ (0 42
Vi ser att integralen av hoger och vénster sida, blir just den 6nskade integra-

len vi som sokte, plus en godtycklig konstant, da derivatan av en konstant
forsvinner.

1.3 Ett exempel med Coulombs lag

Givet en stav med liangd L, med jamt fordelad laddning dq¢’ = %dx/ , som
ligger pa z-axeln mellan —L /2 och L/2 vad blir E pa y-axeln?

I detta fall &r faltpunkten » = ygy och kéllpunkter »' = 2'x, vilket ger
avstandsvektorn R = yy — '@ och vektorns lingd blir R = /y? + (2)%.

Coulombs lag ger:

1 L/2 yg . l‘liﬁ Q
E ) = —— _— (— d I —
W) = 1 // (et e )Y

o o . [ 1 o L/2 2 o
e L B e e R e

(1)
Notera att den forsta av integralerna (i g-riktningen) &r precis den som vi
just diskuterat, och dér med kan l6sa. Den andra av integralerna ska vi
studera nirmare. Lat f(z') = 2'/((2')2+y?)*/2. Vi kommer ihig att integralen
dr arean under kurvan som beskrivs av f(z’). Notera att f(z') dr en udda
funktion, dvs f(—a') = —f(2’), dvs arean mellan 0 och L/2 &r precis lika
stor och med motsatt tecken som arean mellan —L/2 och 0, dvs hela denna
integral blir noll. Vi far darfor att

Q . x
E(y) = [
W) = ez ¥ N

L/2

J— Q Y
—L/2 N dmegy (L/2)2 + yQ)y‘

Vi ser att skalningen #r laddning/(1ingd?-elektrisk kontant), precis som Coul-
ombs lag ovan, vilket ger att dimensionen &r korrekt.
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