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Robusthet (Kapitel 6.3)

Nar vi undersoker stabiliteten hos ett system antar vi att vi kanner till en modell
av systemet. I verkligheten kan vi aldrig helt sékert veta modellen. Var modell
ar alltid en forenkling av verkligheten. Vi kan beskriva detta matematiskt som

GY(s) = G(s)(1+ Ac(s))

Dir G°(s) ér det verkliga systemet, G(s) #r var modell, och Ag(s) dr det relativa
modellfelet.

Robusthetsprincipen. Givet en daterkoppling F(s) som stabiliserar en modell
G(s), antag att det verkliga systemet G°(s) och modellen G(s) har samma antal
poler i héger halvplan inklusive origo, samt att F(s)G(s) och F(s)G°(s) bada
gar mot noll da |s| gar mot odandligheten. Om da

1
| Ag(iw) |< = YW
| T(iw) |
sd dr dven det verkliga slutna systemet som erhdlls dd G°(s) dterkopplas med
F(s) stabilt.

Tillstandsform (Kapitel 8)

Hittills har vi betraktat system i form av differentialekvationer och éverforings-
funktioner. Ett tredje satt att modellera ett system pa &ar pa tillstandsform.
Tillstandsformen bestar av ett antal tillstandsvariabler, som tillsammans helt
beskriver systemets dynamik med hjélp av ett system av forsta ordningens dif-
ferentialekvationer.

Vi &r i denna kurs intresserade av system pa formen:

i = Ax + Bu (1)
y=Cx + Du.

Linjarisering

I denna kurs betraktar vi linjara system. Om ett system &r ickelinjart kan
vi dnda betrakta det som linjart lokalt. Detta gors genom linjérisering. Det
icke-linjara systemet har generellt formen:

z = f(z,u)
2
y=g(z,u) ®
for x € R™, u,y € R. Vi vill skriva om den pa formen (1). For att hitta

matriserna A, B, C, och D vid linjarisering utvarderar vi Jacobimatriserna i
linjériseringspunkten:

df1 df1 dfy
dry 77 dzn du dg
o . . . o . _ | dg dg _
A— : .. : 5 B— : 5 C—[Txl E], D—@
dfn Afn. dfn
dxq e dx,, du
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Ovningsuppgifter (6.7, 8.2, 8.3, 8.6, 8.4)

6.7a) Robusthet med rotort

1 e}
G.(s) = F()G(s) D e = da
¢ L+ F(s)G(s)  14+4qsts s+ D(s+a)+4a

Polekvationen kan skrivas om:

s(s+1)(s+a)+a=0 = s*(s+1)+a(s*+s+4)=0
—— ———
P(s) Q(s)

Vi betraktar rotorten i Matlab:

s = tf(’s7);
P = s"2%(s+1);
Q = s "2+s+4;

rlocus (Q/P);
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Fig. 1: Rotort i uppgift 6.7a)

Genom att klicka pa bilden ser vi att systemet ar stabilt om o > 3.

6.7b Robusthet med robusthetskriteriet

o limyy o0 F(5)G(s) = lim |00 4 0.

1 _
s(s+1) —

o Lm0 F($)G(s) = limy| o0 45y 550 = 0.

e G(s) och G%(s) har samma antal poler i origo och HHP (0).

OK!
OK!
OK!
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Vi har bekriftat nagra av villkoren for att robusthetskriteriet ska kunna anvéndas.

Vi fortsdtter med att faktorisera det verkliga systemet sa att vi ser det relativa
modellfelet:

G(s) = Gls)—o— = G(s) (if) =GE-35)
——
Ag(s)

Nésta steg ar att rdkna ut beloppet av det relativa modellfelet. Eftersom att

T(s) = % = G.(s) sa kan vi lasa av forstarkningen av |T'(s)| i bilden i

uppgiftsbveskrivningen. Vi betraktar darfér inversen av |[Ag(s)|:

1 ls+a Vw? + o2
|[Ag(s)] -5 w
. 1 Vw? 4+ o?
T p—
| T(iw) |< Aot | - Yw

e Da w &r stort ser vi att att |T'(iw)| — 0 medan m — 1.
e For sma w gar |T'(s)] — 1 samtidigt som m — 00.
e Den storsta forstarkningen uppstar vid w = 2 dar forstarkningen ar 2.

1/22 2
%>2 = V4+a2>4 = a> V12

Robusthetskriteriet sdger alltsa att om a > /12 sa vet vi med sékerhet att det
verkliga systemet &r stabilt med aterkopplingen K = 4.

102 T

10 - -

10t

—G

102 c. —
___I/AG (a=1)
___1/--_\G (a=2)

107 F ) _
---UA, (a=4)

104 . L

10! 10° 10t 10?

Fig. 2: Bodediagram och m fran uppgift 6.7b)
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6.7c Varfor ger robusthetskriteriet ett storre a &n nédvandigt?

Robusthetskriteriet ar tillrdkligt men ej nédvindigt. D.v.s. om robushetskri-
teriet ar uppfyllt vet vi med sékerhet att systemet ar stabilt, men om robus-
thetskriteriet ej ar uppfyllt kan vi inte dra nagra slutsatser.

8.2 Linjarisera och skriv pa tillstandsform

Systemet beskrivs av: )
10+ gsinf+ Zcosf =0

Vi &r givna att tillstanden, insignalen och utsignalen &r

z1 =0, z9=0, u:? y=20

Vi dr #ven givna sambandet wi = g.

om vi skriver om ekvationen som tva forsta ordningens ekvationer fas:

d .
—0=40

dt

ds 7gsin0 ~ Zcosd
dt” l l

Om vi skriver in vara tillstandsvariabler och instignalen fas:

T1 = Ty = f1(z,u)

To = —wg sin ;1 — % cos x1 = fa(z,u)

Derivatorna ges av:

dhww) _ o d2low) 20056 + usinw

dxq dxq
difee) _y, dblz) (3)
df1éz,u) -0, deC(lz,u) — — cos a1

Vi ska linjarisera kring 1 = 7, 292 = 0, u = 0. Notera skillnaden mellan
tillstandet och wvdrdet vi linjasirerar kring, noterat x1ao = x1 — T, Toa = X2,
UA = U, YA = Y.

Om vi utvérderar derivatorna i linjériseringspunkten och sétter in i matriserna

fas:
0 1 0 1 0 0
A= [—wg cos T 0] N LJ% 0] » B= [— cosw} N [1}

Funktionen fran tillstand till utsignal &r redan linjar och behover ej linjériseras.
Vid insdttning av linjariseringspunkten fas:

o 1 0
o= | o]« [i

y:[l O]x



EL1000 - Ovning 9 HT17 Linnea Persson, laperss@kth.se

8.3 Fran blockdiagram till tillstAndsform

I denna uppgift ar vi givna ett antal storheter:

motorstrom (insignal)
vridmoment motor
vridmoment last (insignal)

vridmoment tansmissionsaxeln
rotationshastighet motor
rotationshastighet last (utsignal)
transmissionsaxelvinkel

Vi vill skriva systemet pa formen:

& = Az + Bu
y=Czx+ Du

]T och y =y.

dar u = [z M;
For att gora det maste vi bestdmma vad vi ska vilja som tillstand. Vi véljer
hér for varje tillstand signalen som komemr ut fran varje integrator:

1 =Y
1132:9
r3 =2

Nu vill vi skriva 21, z2, 3 som funktioner av de andra tillstanden samt insignalerna.
1
X1(s) =Y (s) = ;(Mg(s) + K30(s)) = sX1(s) = M(s) + K20(s)

L(2(5) Y (s)) = 5Xa(s) = Z(5) ~ Y (s)

Xs5(s) =Z(s) = %(Kll(s) — K20(s)) = sX3(s) = K1I(s) — K20(s)

Skriv om dessa i tidsdoménen och sétt in respektive tillstand
i‘l(t) = Ug(t) + KQJUQ(t)

o(t) = 23(t) — 21(2)
j)3(t) = K1U1(t) — K2$2(t)

Detta kan sammanfattningsvis skrivas som:

0 Ky O 0 1
= |-1 0 llz+]10 0w
0 —-K; O K, 0

y:[l 0 O]z
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8.6 Fran tillstandsform till 6verféringsfunktion

R

y=[-1 2]z

Vi ska skriva om

=
I

pa overforingsfunktionsform. Anvénd notationen

i = Az + Bu
y=Cx
Med Laplace fas:
— Y(S)=C(s—A)"'BU(s)

—_—
G(s)

sX(s) =AX(s)+ BU(s) }
Y(s) =CX(s)

Satt in matriserna sa fas

cer-are=t1 ([ T-[2 4]
~=g [ [

“eraern A0S L)

—(s+4)+2(s+2) s

(s+2)(s+3)  (s+2)(s+3)

8.4) Skriv pa tillstandsform

Vi ska i denna uppgift skriva om flera system pa tillstandsform. Det finns manga
sitt att gora detta pa, ett dr att anvinda intuition och vélja tillstand som har
fysikalisk innebord.

Ett annat ar att anvénda resultaten pa sida 158-159 i Glad & Ljung om styrbar
kanonisk form och observerbar kanonisk form for system. Har utgar vi fran ett
system pa formen:

bls”_l —+ ... bn,18 + bn
s +a1s" L4+ ap—15+ ap

G(s) = (4)

8.4a) Vilj sjilv tillstand

Y3 (t) 4 65(t) + 115(t) + 6y(t) = 6u(t)

Vilj tillstanden oy =y, 22 = 3, 23 = §



EL1000 - Ovning 9 HT17 Linnea Persson, laperss@kth.se

Fran dessa tillstand fas:

d .
Ly(t) = (1) = 22
d . .
L(t) = (1) = w3
d
%y(t) = 6u(t) — 63(t) — 11y(t) — 6y(t) = 6u — 6x3 — 11z — 623
Fran detta fas
0 1 0 0
=10 0 1 lx+|0|lu
-6 —-11 -6 6

8.4b) Observerbar kanonisk form
y®) 4§+ 59 + 3y = dii + @ + 2u
Skriv om som 6verforingsfunktion:

452 + s+ 2
s34+ 52 +55+3

G(s) =
Identifiera parametrar i (4):

by=4, bp=1, by=2

a1=1, (12257 a3=3

Satt in detta i observerbar kanonisk form:

-1 1 0 4
t=1-5 0 1llx+ |1|u
-3 0 0 2
Yy = [1 0 O] U
8.4c) Styrbar kanonisk form
25+ 3
Y(s) = —22 12
() s2+5s+6
Identifiera parametrar i (4):
by =2, by=3

a1:5, a2:6

Satt in detta i styrbar kanonisk form:



