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Tidsdiskreta system

o Att 6verga fran kontinuerlig till diskret tid &r nodvéndigt sa vi imple-
menterar vara regulatorer i datorer.

e Differentialekvarioner — differensekvationer

e For att ga mellan kontinuerlig och diskret tid maste vi approximera tids-
derivatan

Approximering (Kapitel 10.2)

Euler bakat: )
Z(t) = Aex(t) = T (z(t) —z(t—=T))

Tustins formel:
z(t) = Ax(t) =

dar A; ges av:

% (Az(t) + At — T)) = % (@(t) — 2(t — T))

Vi tanker pa operationen ”att ta derivatan av nagonting” och ger denna operator
betackningen p:
px(t) = &(t)
Pa samma sétt vill vi infora en operator for motsvarande handling i diskret tid.
For att kunna gora detta infors forskjutningsoperatorn:
qr(t) =x(t+1T)
g la(t) = a(t-T)

Med denna notation kan vi uppskatta Euler bakat som:

1 1
e =(1—qg Yl ~—(1-gq !
pr(t)~ = (1=¢ ")) = p~z(1—q7)
och Tustins formel som:
z(t) = Apx(t)

dar A; ges av:

1

2

_ 1 B 21—¢!
(447 duslt) = (=) al) — p~ 21

Sampling (Kapitel 10.3)

Om vi samplar med samplingsfrekvensen wys = 27 /T men vart system innehaller
frekvenser 6ver wy = wy/2 gar viss information forlorad. Vi kommer inte ldngre
kunna urskilja frekvenser hogre d&n Nyquistfrekvensen wy. Dessa frekvenser
kommer istéllet vara identiska med légre frekvenser, vilket kallas ” aliaseffekten”.



EL1000 - Ovning 13 HT17 Linnea Persson, laperss@kth.se

Ovningsuppgifter (11.2, 11.1, 11.3)

11.2) Diskretisering

Betrakta systemet

y(t) = u(t) (1)
med konstant insignal for varje samplingsintervall:
u(t) = uy, kT <t < (k+1)T (2)

11.2a) Relation mellan y1, yg, ug

Vi vill hérleda en relation mellan yj, och yi och ug. Fran (2) ser vi att insignalen
ar konstant mellan tva samplingspunkter.

yk = y(kT)
up = y(kT)
k1 = y((k+1)T)
Vi integrerar bada sidor av (1):

(k+1)T (k+1)T
/ y(t)dt = / updt
k k

= y((k+ 1)T) — y(kT) = ((k + DT — kT) uy,
= Yrt+1 — Y = Tug

11.2b) Proportionell aterkoppling

Vi aterkopplar med
up = —Kyp,

och far systemekvationen:
Yrt1 — Yk = —TKyr = = yrr1 = (1 = TK)ys
For att systemet ska vara asymptotiskt stabilt vill vi att y; — 0 da i — oo
Yo = Yo
y1 = (1-TK)yo
y2 = (1 - TK)y; = (1 - TK)?yo

yn = (1=TEK)"y,
Pa grund av den rekursiva naturen hos systemet ser vi att beloppet av (1—TK)
maste vara mindre &n ett:
1-TK|<1
= - 1<1-TK <1

2
= 0< K< =
< <T



EL1000 - Ovning 13 HT17 Linnea Persson, laperss@kth.se

11.1) Tustins formel

Skriv om:
s+b

s+ bN

med Tustins formel och identifiera parametrarna:

U(s)=KN E(s)
u(t) = pu(t —T) + are(t) + age(t — T)
Tustins formel approximerar:

N 21—q¢7!
T T1+4q¢!

p

Vi skriver om systemet med invers Laplace:
su(t) + bNu(t) = KNse(t) + KNbe(t)
w(t) + bNu(t) = KNé(t) + KNbe(t)
pu(t) + bNu(t) = KNpe(t) + KNbe(t)
Observera hur s och p motsvarar varandra, dar s &r en komplexvard variabel
och p ar en operator.

Approximerat med Tustins formel blir detta:

% 1 :r Z:l u(t) +bNu(t) = KN% 1 :r Z:l e(t) + K Nbe(t)
— 20— () + (14 g7 pNu(t) = 25 (1= g7 elt) + (14 a7 K Nbel)

= Eu(t) — %u(t —T)+bNu(t) + bNu(t —T)

T
2KN 2KN
= e(t) — T e(t—T)+ KNbe(t) + KNbe(t —T)

Med insatta varden: T =0.1, K =2, N =10, b=0.1

20u(t) — 20u(t — T) + u(t) + u(t — T) = 400e(t) — 400e(t — T) + 2e(t) + 2e(t — T)
= 21u(t) — 19u(t — T) = 402¢e(t) — 398e(t — T')
) = Dy -1+ %e 32918

Sa de eftersokta varderna blir:

B = 0.905
ap = 19.14
ap = —18.95
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11.3) Sampling

Vi har en insignal som forst filtreras och sedan samplas. Insignalen ges av
u = ug + uy dar u; ar en storterm med frekvens ws:

U1 = sinwst

dér 7/T < wy < 27/T.

Utsignalen kommer att ges av y = yo+y1 dar y; motsvarar effekten av storsignalen:

y1 = Asin(wikt + ¢)

U yf . Y
7 +15T1 Sampling ———

Fig. 1: T uppgift 11.3 gar signalen u férst genom ett lagpassfilter och samplas
sedan med samplingsintervallet T

11.3a)

Vi noterar att storsignalen har en frekvens som &r stérre &n Nyquistfrekvensen:
Wy > WN.

Detta gor att storsignalen efter sampling y; kommer att ha en annan frekvens
an storsignalen i borjan av systemet uy. Detta dr ”aliaseffekten”.

Efter filtret: Storningens vérde efter filtret men fore samplingen ar
yra(t) = |Gliws)| sin(wat + )

déar ¢ = arg G(iwz) = — arctan wo T} .

Efter sampling: Signalen samplas med frekvensen wgs = 27/T. Sampling vid
kT ger for storningen:

y1(kT) = |G(iws)| sin(w2kT + ¢))

Satt W1 = Wg — W2

y1(kT) = |G (iwz)| sin(w2kT + 1)
= |G (iws)| sin((ws — w1 )KT + 1) {ws =27 /T}
= |G(iws)| sin(—kTw; + ) {sin(—z) = sin(z + 7)}
= |G (iws)| sin(kTwy + 7 — 1)

Vilket ger:
1

V14 wiT?

¢ =7 —¢=m+ arctanwsyT}

A =|G(iwz)| =
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11.3b)

Vad ar den minsta uppnaerliga storsignalamplitud om vi inte vill ddmpa frekvenser
i uo mer dn /27

For att fa amplituden sa liten som méjligt vill vi géra 73 sa stort som méjligt.
Hur stort vi kan vélja 77 begridnsas av den maximala déampningen pa ”den
intressanta signalen”.

Vi dampar med V2 d& w = wg. Filtrets bandbredd ges av:

1 1
L i 2 — ey =

V2 Ty

Den storsta godkénda amplitudddmpningen fas vid wg = 1/Ty. Eftersom att
up har frekvensen 0 < w < 7/T fas att:

1
’ 1 + inTl

w < wp
$w< 1
T T

T
= 11 < —
™

For att maximera ddmpningen av storningen sétter vi 73 = T/w. Detta ger

amplituden:
1 1

\/1+ng12 \/1—|—w§g




