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Styrbarhet och Observerbarhet

Styrbarhet. FEtt tillstand x* kallas for styrbart om en insignal existerar s.a.
den tar tillstandsvekrorn x fran origo till x*pa dandlig tid. Ett system kallas for
styrbart om alla tillstand dr styrbara.

Styrbarhetsmatrisen ges av:

S=[B AB A’B ... A"'B]

Styrbara tillstand ligger i span(S). Systemet ar styrbart om span(S) = R™,
vilket ar ekvivalent med att detS # 0.

Observerbarhet. FEtt tillstand x* kallas for icke-observerbart om utsignalen
ar identiskt 0 da x(0) = x* och insignalen dr 0. Ett system kallas for icke-
observerbart om alla tillstand dr icke-observerbara.

Observerbarhetsmatrisen ges av:

CA
O =

CAnfl
Icke-observerbara tillstand ligger i ker(O). Systemet &r observerbart om det

saknar icke-observerbara tillstand, vilket &r ekvivalent med att rank(Q) = n
d.v.s. om det(O) # 0.

Tillstandsaterkoppling

e Utnyttja att vi kénner till hela systemets tillstand vid regulatorkonstruk-
tionen. = Aterkoppla med tillstandet!

e Nya egenvéarden kan placeras godtyckligt om systemet ar styrbart (s. 183).

Observator

e Ofta kan vi inte méta alla tillstand, utan vi maste uppskatta det.

e Observatoren dr ett dynamiskt system i sig som simulerar det ursprungliga
systemet.

e Egenvéirden kan placeras godtyckligt om systemet &r observerbart (s. 193).
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Ovningsuppgifter (8.13, 8.10, 9.1)

8.13) Tva pendlar pa en vagn

Tva inverterade pendlar balanserar pa en vagn, pa ett sadant sétt att de for sig
utan friktion i samma plan som vagnen ror sig.

Massan ar for bada pendlarna m. Léngden pa den forsta pendeln &r [ och
laingden pa den andra pendeln ar ad.

Forsta pendelns ekvation ar:
Zcos¢1 + g.zélozl = gsin ¢
Andra pendelns ekvation ar:

Zcos ¢g + (2521 = gsin ¢o
8.13a) Linjarisera kring ¢ =0 med l=m=g=1
De tva ekvationerna blir:
Zcos ¢y + (5104 =sin¢y, Zcos@s + (52 = sin ¢o

Introducera tillstanden z1 = ¢1, x2 = él, T3 = ¢, Tqg = ég

Vi har alltsa funktionerna:

1= g1 = w2 = filz,u)
. 1

o =¢1 = — (sinx; — Zcosxy) = fa(x,u)
«

i3 = g = x4 = f(w,u)

:ij'4:g.f;2 =sinz3 — Zcos 3 = fa(z,u)

For linjarisering kring ¢;1 = ¢2 = 0 maste vi forst hitta z. Den stationéira
punkten fas dir f1(2°,u°) = fo(20,u°) = f3(2°,u®) = f1(2°,u°) = 0.

fl(xovuo)zo
fo(2®u®) = 1 (sin(0) — Zcos(0)) = _lg
@ @
f3(1‘07u0):0
fa(z%, u®) = sin(0) — Zcos(0) = —%
Fran detta ser vi att 2 = 0.
i > 0 1 0 0 0100
A= . S L cos(0) 0 0 0| é 00 0
e, o4l |0 0 0 110 001
dey e 0 0 cos(0) 0] [0 0 10
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dfy 0 0
B_ du —cos(0) | [—1
& . 0 0
rm —=cos(0) -1

Det linjara systemet ar alltsa:

0 1 00 0
1 1
. = 0 00 —=
=10 0 0 1|* ] o |
0 01 0 -1
. i A .
Dirz = [¢1 ¢1 ¢ ¢o] ochu=%2
8.13b) For vilka a &r systemet styrbart?
Berakna styrbarhetsmatrisen:
0100 1000 0+ 00
L 000 5 o X oo 3 L 0 0 0
A_OOOI’A_OOIO’A_OOOI
0 01 0 0 0 0 1 0 0 1 0
o -1 o -4
— S—[B AB 4B A%B|—| & O “ar 0
B {0 -1 0 -1
-1 0 -1 0

Systemet dr styrbart om rank(S) = n = 4. Kolla efter linjart oberoende: Vi ser
pa S att det ar tva par av kolumner:

1 1
0 0 ol |Tar
T a2 | och 0 0
0]’ 0 —1(’] -1
-1 -1 0 0

Dessa par ar linjart oberoende om « # 1. Det vill séga systemet ar styrbart om
langden pa de tva pendlarna &r olika. Med olika lingd kommer pendlarna att
reagera olika pa insignalen. Om langden daremot ar samma finns det inget sétt
att reglera dem separat.
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8.10) Styrbara och icke-observerbara underrum

Hitta de styrbara och icke-observerbara underrummen.

8.10a)
-2 0 4 0 0
A=|0 -1 1], A*=|0 1 —4
0 0 -3 0 0 9
Styrbarhet:
1 -2 4
S:[B AB AQB]: -1 3 -9
2 —6 18
Anvénd till exempel radreducering for att hitta rank:
[1 —2 4] (1 -2 4
S~|0 1 -5~ |0 1 =5
2 —6 18] 0 -2 10
[1 —2 4] [1 0 —6
~10 1 =5~ |0 1 =5
10 0 ] 00 0
Ranken ar alltsa tva, med:
1 -2 4
—6|-1] =53 |=1]-9
2 —6 18
Tva linjart oberoende vektorer ar alltsa:
1 —2
-1], 3
2 —6
Observerbarhet:
C 1 3 1.5 1 3 15 0 6 3
O=|CA|=]|-2 -3 -15|~|-1 0 O|~|-1 0 O
CA? 4 3 1.5 3 0 0 0 0 0

Ser direkt att komuln tva och tre &r linjart beroende. Rank &r 2. Det icke-
observerbara underrummet spanns av en vektor:

0
1
-2
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9.1) Tillstandsaterkoppling och observatorer

9.1a) Tillstandsaterkoppling

Vilj tillstandsaterkoppling s.a. poler hamnar i:

1) {-3,-5}
IT) {—10,—15}

Kolla om system é&r styrbart:

1

S=[B AB}:[O

—12] — rank(S) =2 = Styrbart!

Vilj u = —Lx + lgr:

&= Ax — BLx + Br = (A — BL)x + Blyr

Med L = [11 lz]:

A—BL— [—2—51 —1—12]

-1 0

Polerna fas av matrisens egenvérden:

oig {—2_—1 l —10— 12}

Egenvérden fas fran rotterna till determinanten:

1 A
=N+ 24+1)A+ (1 +12)

det(A — (A — BL)) = det P t240 14 l“}

Vi vill att dessa losningar ska passa med de i uppgiften givna polerna:
I) (s+3)(s+5)=s?+8s5+15 = I, =6, lp=14
IT) (s +10)(s + 15) = 5% + 255 + 150 = |3 =23, Il =149
Detta ger de tva tillstandsaterkopplingarna:
uy = —6x1 — ldxo + lor

urr = —231‘1 — 1491‘2 + l()’l“

Insignalen &r i verkligheten begrénsad och vi kan darfor inte godtyckligt valja
poler. Vi ser att ur; kommer ha betydligt storre insignal &n x;.
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9.1b) Observator

Vi antar att utsignalen men ej tillstanden ar méatbara. D& maste vi anvanda en
observator for att uppskatta tillstandet.

0= [C?A] - [12 01] = det(0) = -1 = Observerbar!

Var observator far formen:
&= A+ Bu+ K(y — &)
déar & ar det uppskattade tillstandet.
Skillnaden mellan tillstandet och det uppskattade tillstandet ges av:

i — 2= Az + Bu— Ai — Bu— K(y — C#)
= Az —1)— KC(z — &) = (A— KC)(z — &)

T

Med K = [k ko] :

2=k -1
AKC[l_kQ 0}

Polerna fas av matrisens egenvéarden:

. —2—]61 —1 o S+2+k1 1 2 -
elg[l_l€2 0]_d6t[—1—|—k2 s]—s +5(24k1)+ (1 — ko)

Polerna bor placeras sa att observator dr snabbare &n systemet! Placera exem-
pelvis polerna i {—20, —20}.

(54 20)(s +20) = s* + 405 + 400 = ki = 38, ko = 398.

Lo 38 N
= & =Az+ Bu+ [398] (y— C%)



