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Stokastisk geometri
LENNART RADE

Chalmers Tekniska Hogskola och Goteborgs Universitet

Inledning. I geometrin studerar man geometriska objekt och deras
inbordes relationer. Exempel pa geometriska objekt ar rata linjer,
strackor, trianglar, cirklar osv. Aven i den stokastiska geometrin
studerar man geometriska objekt men nu ar dessa slumpmassiga
(stokastiska), dvs de genereras av en slumpmekanism. Den stokas-
tiska geometrin har stor aktualitet bl a pa grund av en mangfald
tillampningar t ex inom fysik, biologi, teknik osv.

Det ar ofta svart att 16sa problem i den stokastiska geometrin
analytiskt dvs med penna och papper. Man anvander darfor ofta
simulering, i allmidnhet med hjilp av en dator. Man utgar harvid
fran slumptal mellan 0 och 1, som datorn bildar med hjalp av en
slumptalsgenerator. Man behover i allmanhet inte programmera da-
torn att bilda slumptal. De flesta programmeringssprak innehaller
namligen en instruktion, som bildar slunptal mellan 0 och 1 med en
slumptalsgenerator. I t ex BASIC ar instruktionen ”RND” en sadan
instruktion, och vidare galler att instruktionen ”"RANDOMIZE” ger
slumptalsgeneratorn en slumpmassig start. For att genomfora det
har specialarbetet beh6ver Du ha tillgang till en dator. Det gar
utmirkt med en fickdator (programmerbar minirdknare).

Inledande uppgifter. Som en inledning ges har nagra uppgifter,
som egentligen ej hor hemma i den stokastiska geometrin, aven om
de har geometrisk anknytning. Men de ger en nyttig bakgrund till
de foljande uppgifterna.
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Figur 1

Man kan i BASIC simulera spel pa lyckohjulet i figur 1 med hjalp
av instruktionen INT(4 x RN D), dar INT betecknar heltalsdel, t
ex INT(m) =3, INT(6,51) = 6.

UppPGIFT 1. Utforma ett program, som t ex 1000 ganger upprepar
forsoket att spela tva ganger pa lyckohjulet i figur 1 och varje gang
beraknas summan X + Y av de bada erhallna poangantalen X och
Y. Beriakna ocksa medelvardet av de erhallna observationerna av
X + Y och sammanstall dessa i en frekvenstabell. Givetvis kan
programmet utformas sa att datorn beraknar medelvarde och gor
sammanstallningen i frekvenstabell.

UPPGIFT 2. Berakna vantevarde for det simulerade forsoket i uppgift
1. Med vantevarde for ett slumpmassigt forsok menas summan av
produkterna av forsokets utfall och sannolikheterna for dessa utfall.
For t ex forsoket att kasta en symmetrisk tarning ar vantevardet
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Figur 2
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Av figur 2 framgar att t ex sannolikheten ar 4/16 for att summan av
X och Y ar 3.

UppGIFT 3. Upprepa garna uppgifterna 1 och 2 men for symmetriska
lyckohjul med utfallen {0,1,2,...,N — 1} med t ex N = 5,6 och 7.
Harled eventuellt en formel, som ger vantevardet for godtyckligt
varde pa N.

Slumpmassiga punkter pa stracka.

0 1 2 3 4 0 6

Figur 3

Pa en stracka av langden 6 har 7 punkter markerats symmetriskt
enligt figur 3. Betrakta forsoket att slumpmaéssigt valja tva av dessa
punkter och bestamma avstandet L mellan de valda punkterna. Man
forutsatts ej kunna véalja samma punkt bada gangerna sa att av-
standet L kan inte vara 0.

UPPGIFT 4. Simulera t ex 1000 upprepningar av detta forsok och
ge frekvensfordelning och medelvarde for de observerade avstanden.
Berdakna ocksa vantevardet.

UppPGIFT 5. Upprepa garna uppgift 4 for en stracka av langden N
med N + 1 symmetriskt markerade punkter for t ex N = 7,8,9,10.

Slumpmassiga punkter i kvadrat.

Q

Figur 4
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Betrakta forsoket att slumpmassigt valja tva punkter P och ) i en
kvadrat med sidan 1 och sedan berakna langden av strackan PQ).

UpPPGIFT 6. Simulera t ex 1000 ganger detta forsok och berakna
medelvarde av langderna av de observerade strackorna P(Q. Med
integralkalkyl kan man visa att vantevardet av P(Q ar

2+v2 1
7;5\[ + 5 In(1+ V2).

Jamfor det observerade medelvardet och vantevardet.

UppGIFT 7. Upprepa uppgift 6 men nu under forutsattning att
punkterna P och @ valjs slumpmassigt i en kub. I detta fall ar

vantevardet

174/2 2\/3+ 4
105 35 ' 105

+ gln(2+\/§)—|— %ln(l—i—ﬁ).

Slumpmassig triangel.
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Figur 5

Tva punkter P och @ valjs pa mafa pa en stav av langden 1. Staven
bryts i dessa punkter. Vad ar sannolikheten att man kan bilda en
triangel av de tre erhallna bitarna.

UppGIFT 8. Utforma ett datorprogram som genomfor detta forsok
t ex 1000 ganger och som bestammer antalet ganger som man kan
bilda en triangel av de tre erhallna striackorna. Den observerade
relativa frekvensen ar en skattning av sannolikheten for triangel.
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Tre punkter i kvadrat.

Figur 6

Betrakta forsoket att slumpmassigt valja tre punkter A, B och C i
en kvadrat med sidan 1 och bestamma arean T av triangeln ABC.

UpPGIFT 9. Simulera detta forsok t ex 1000 ganger och berdkna
medelvardet av de erhallna triangelareorna.

UprPGIFT 10. Betrakta det slumpmassiga forsoket ovan. Skatta med
simulering sannolikheten att den erhallna triangeln ABC ar trubb-
vinklig.
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