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Matrisavbildningar
KIRSTI MATTILA

KTH

1. Inledning. I denna uppgift betraktas matriser som avbildningar
pa planet R?; speciellt betraktas projektioner och isometrier. En
projektion dr en avbildning P som uppfyller villkoret P(P(z,y)) =
P(z,y) for varje vektor (z,y). Till exempel ar P(z,y) = (z,0)
en projektion som projicerar punkterna i planet pa x—axeln och
Q(z,y) = (z,z/2) en projektion som projicerar punkterna pa lin-
jen y =z /2.

Vi betraktar tva olika normer (lingder) i planet, den euklidiska
normen ||(z,y)| = +/2?2+y? och maximumnormen |[[(z,y)| =
max{|z|,|y|}. De punkter i planet som har lingden ett ar punkterna
pa enhetscirkeln om normen ar den euklidiska normen och punkterna
pa en kvadrat med horn (+1,41) om normen dr maximumnormen.

I uppgiften skall bestammas de projektioner som inte forlanger
vektorer (kontraktiva projektioner). Om normen i planet dr maxi-

mumnormen, sa galler for projektionen @) ovan att

1Q(z, y)l| = || < [I(z, y)II;

alltsa normen Okar inte. Men om normen ar den euklidiska normen,
sa ar till exempel

1R, 0)[I = lI(1,1/2)[l = v5/2 > 1 = ||(1, 0]

En isometri ar en avbildning som forvarar langden av varje vektor.
Till exempel 7T'(z,y) = (—y,z) ar en isometri med avseende pa bada
normerna. Om normen ar den euklidiska normen, sa finns det en
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kontraktiv projektion pa varje endimensionellt delrum och det finns
oandligt manga isometrier. Dessa resultat galler inte om normen ar
maximumnormen.

2. Om normer och matriser. En norm (eller langd) av en punkt
eller vektor X &r ett tal || X|| som uppfyller de féljande villkoren:

| X|| > 0 och om || X|| =0, saar X =0.
(1) |aX || = ||| X || for varje reellt tal y .
| X +Y] <||IX||+]Y] (triangelolikhet).

Den vanligaste normen i planet ar den euklidiska normen
Iz, 9)|| = v + 42 -

UPPGIFT 1. Visa att den euklidiska normen uppfyller villkoren (1).

Maximumnormen ar
|(z,y)|| = max{|z|,[y|} .

UPPGIFT 2. Visa att maximumnormen ar en norm.
I det foljande talar vi om rummet E nir normen i R? 4r den euk-

lidiska, normen och om rummet Y nar normen ar maximumnormen.

En matris ar ett rektulangulart schema av reella tal. Vi behover

d

har nagra egenskaper av matriser. Mera om matriser kan man lasa i

kvadratiska matriser [(Z ] och kolonnmatriser [Z] Vi namner

referens [2].
/ /

Matriserna, [CCL Z] och [Ccl’ d’] ar litka, d v s

/ /
[(Z Z]:[Z, Z,] om a=a,b=0b,c=c och d=4d.
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Motsvarande galler for kolonnmatriser. Matriser av samma form kan
adderas enligt foljande

a b n a b| |la+a b4V
c d d d| |ec+cd d+d

o]l =155

Multiplikationen av matriser definieras pa foljande satt:

a b||d V| _ |ad +b ab +bd
c dl|cd d|  |ed +dd b +dd
a bl|e| |ae+bf
c d||f| |ce+df| "

Vi skriver AA = A2 om A ir en kvadratisk matris. Matriserna

1 0 _ 0 0
I_!O 1] och O-!O O]

kallas for identitetsmatrisen respektive nollmatrisen. For varje kvad-
ratisk matris B galler att

IB=BI=B och 0B=B0=0.

En kvadratisk matris P ar en projektion om P? = P.
UPPGIFT 3. a) Visa att identitetsmatrisen och nollmatrisen &r pro-
jektioner.

b) Visa att om P &r en projektion, sa ar I — P ocksa en projektion.

UPPGIFT 4. Bestam alla projektioner.

En matris A = [a b] kan uppfattas som en avbildning (funk-

c d
tion) pa R? som avbildar punkten (z,y) pa punkten (az+by, cx+dy).
Vi skriver

A(z,y) = (ax + by, cx + dy) for varje talpar (z,y)
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eller pa matrisform

A[:U] = [a b] [f;] for varje kolonnmatris [z] .

Y c d
Om || || &r en norm i R?, s& kan man definiera en matrisnorm genom
(2) | A} = max{[|(az + by, cz + dy)|| : [|(z,y)[| = 1}
dir A= | Z :

Vi kan ocksa skriva

[A[] = max{|]AX]| - [[X][ = 1}

dér normen av en kolonnmatris X = [z] ar || X|| = ||(z,v)]|. Speci-

ellt géller att ||I]| = 1.

UPPGIFT 5. Visa, att om || || & en norm i R?, s uppfyller motsva-
rande matrisnorm (2) villkoren (1).

UPPGIFT 6. Visa, att om P ar en projektion, sa galler det att
|P|>1 om P #0.

En isometri pa planet R? med en norm | || 4&r en matris 7 som
uppfyller villkoret

|TX]|| = || X]| for varje kolonnmatris X.

3. Maximumnormen. Om normen i R? #r maximumnormen
|(z,y)|| = max{|z|, |y|}, sa kan motsvarande matrisnorm (2) av en

matris Z b uttryckas pa ett enkelt satt som en funktion av ma-

d

triselement a, b, ¢ och d.
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UPPGIFT 7. Bestam matrisnormen i rummet Y.

UPPGIFT 8. a) Bestdm alla de projektioner pa rummet Y som upp-
fyller villkoret (villkoren)
i) ||IP|| =1 (kontraktiva projektioner)
(ii) ||P||=|I — P||=1 (bikontraktiva projektioner).
b) Berdkna || — 2P| for de bikontraktiva projektionerna.

UPPGIFT 9. Bestam alla isometrier pa rummet Y.

4. Den euklidiska normen.

UPPGIFT 10. Bestam matrisnormen i rummet F.

(Ledning: Om |[(z,y)|| = v/22 + y? = 1, satt x = cost, y = sint
och bestam det storsta vardet av funktionen

sy =la] 2| P =1a|Sep |1 0<e<om)

sint
Om A ar matrisen [Ccl Z] , sa kallar vi mangden

V(A) = {(az + by, cx + dy) : = och y ar reella tal}

vardemangden for A.

UPPGIFT 11. Visa att V(I) = R? och

V( [8 2]) = {(0,y) : y ar reellt tal } = y—azeln.

UppPGIFT 12. a) Bestdm alla projektioner P pa E som uppfyller
villkoret ||P| = 1. Berékna sedan || — P|| for dessa projektioner.
b) For varje reellt tal k£ bestdm projektionen Py sa att ||Pg|| = 1
och att vardemangden for Py ar linjen y = kx.
¢) Vilken méngd ar V(I — Py)?

UprPGIFT 13. Bestam alla isometrier pa F.
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Egenvarden till en matris A = [a b] ar nollstallen till poly-

c d

nomet
p(z) = (a—z)(d —z) — be,
d v s egenvarden ar 16sningar till ekvationen p(z) = 0.

Matrisen A¢ = [ ] ar den till A transponerade matrisen.

a c
b d
UPPGIFT 14. Berdkna egenvardena till matrisen A’A. Om A ar den
storre av egenvardena, visa att

1A =V,

dar ||A|| &r matrisnormen i E (Uppgift 10).
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