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Permutationer med paritet
BERNT LINDSTROM

KTH, Stockholm

Uppgift. Att studera permutationerna av talen 1,2,...,n och in-
delningen i udda och jamna permutationer ur olika aspekter. Permu-
tationer ar sarskilt viktiga inom kombinatoriken, sannolikhetslaran
och i algebran. I kombinatoriken betraktas en permutation som en
upprakning av talen 1,2, ... ,n. I gruppteorien (en gren av algebran)
studeras permutationer som avbildningar eller operationer.

1. Permutationer ur kombinatorisk synvinkel.

PROBLEM 1. Hur manga permutationer finns det av talen 1,2, ..., n?
Har ar en metod att generera alla permutationer:

12314
1243
123 <1423
19 132 4123
312
1 213
21 231
321
1z 2 x 3 x 4
SVAR. Det finns 1 X 2 X 3--- X n permutationer av talen 1,2,...,n.

NOTATION. 1 X 2 X 3 X --- X n skrivs kortare n!, vilket utliases n—
fakultet.

EXEMPEL. trefakultet 3! = 6, fyrfakultet 4! = 24,....
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INVERSIONER. Varje gang ett storre tal star fore ett mindre talar

man om en inversion.

EXEMPEL. Permutationen 3 4 1 2 innehaller 4 inversioner: 3 1, 3 2,
41 och 4 2.

DEFINITION. Antalet inversioner i en permutation kallas inversions-
talet for permutationen. En permutation ar jamn (udda) om inver-
sionstalet &r jamnt (resp. udda).

UprPGIFT. Bestam inversionstalet och pariteten for nagra permuta-
tioner.

EXEMPEL.

Permutation Inversionstal Paritet

123 0 jamn
132 1 udda
312 2 jamn
213 1 udda
231 2 jamn
321 3 udda

PROBLEM. Hur manga inversioner innehaller permutationen n n —
In—2...321.

SVAR. Permutationen innehaller n(n — 1)/2 inversioner (kan visas
med induktion 6ver n > 2).

IAKTTAGELSE. Det finns lika manga jaimna och udda permutationer
av talen 1,2,3. Galler detta mer generellt for permutationerna av
1,2,...,n?

UppPGIFT. Lat tva tal byta plats in en permutation. Paverkas pari-
teten?
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EXEMPEL.

Jamn paritet Udda paritet
123 132
231 213
312 321

REGEL 1. Nar tva intilliggande tal byter plats i en permutation
andras pariteten.

SLUTSATS. Av regel 1 foljer att det finns lika manga permutationer
av de bada slagen jamna och udda.

UpPGIFT. Lat tva tal ”pa avstand” byta plats i permutationer. Pa
verkas pariteten?

EXEMPEL.
Jamn paritet Udda paritet
123 321
231 132
312 213

REGEL 2. Nar tva tal byter plats i en permutation dndras pariteten.

Man kan bevisa regel 2 med hjalp av regel 1. Bevisidén illustreras
av ett exempel.

EXEMPEL. Permutationen 3 4 1 2 kan Overforas i permutationen
2 4 1 3 med hjalp av platsbyten av intilliggande tal pa foljande satt

3412—-+4312—-4132—-+4123—-+4213—-+2413.

Understrukna tal byter plats. Regel 1 anvandes ett udda antal
ganger. Pariteten andras varje gang.

Femtonspelet. Femton brickor, som ar numrerade fran 1 till 15,
placeras slumpmassigt inom en kvadratisk ram. Det galler nu att
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aterstalla den naturliga ordningen genom att skjuta brickor till den
tomma platsen. Det ar inte alltid mojligt att aterstalla ordningen.
Man kan visa att permutationen som bildas nar man laser numren
pa vanligt satt fran vanster till hoger uppifran och ned maste vara
jamn for att man skall kunna aterstalla ordningen.

Brickor i naturlig ordning:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

En (udda) permutation vars ordning inte kan aterstallas:

7 12 1 10
4 3 8 11
2 13 9 15
6 14 5

Hur inser man att pariteten maste vara jamn for att ” operationen”
skall lyckas?

Enklast kanske genom att ge den tomma rutan nr 16. Varje gang
en bricka skjutes in pa den tomma platsen byter talet 16 plats med
ett annat tal och pariteten andras enligt regel 2. Nar ”bricka 16”
aterfatt sin naturliga plats (langst ned till hoger) sa har det skett ett
jamnt antal platsbyten. Detta inses t.ex. om man fargar rutorna vita
och svarta som pa ett schackbrade. Vid varje drag flyttas ”bricka
16” fran svart till vitt eller tvartom. Begynnelsen och anden ar vit;
alltsa ett jamnt antal drag. Permutationen maste alltsa ha summa
paritet som den naturliga ordningen, alltsa jamn.

Bestamningen av en permutationsparitet med hjalp av inversions-
talet kraver att man jamfér n(n — 1)/2 tal. Det finns en snabbare

metod att bestamma pariteten kommer vi att finna.



242 BERNT LINDSTROM

Innan vi lamnar den kombinatoriska avdelningen skulle vi kanske
namna att det finns goda asymptotiska formler som uppskattar talet
n! nar n ar mycket stort. Sadana formler ar av intresse i sanno-
likhetskalkylen. En elementar uppskattning, som man kan visa med
hjalp av integralkalkyl, ar (e &r basen for de naturliga logaritmerna
2,718...) )

N n+ n+1

(E) <n!<(T) +
Beviset bygger pa att man uppskattar integralen f1n+1 Inzdx med
oversummor och undersummor. Observera att integralen kan berak-
nas exakt med hjalp av en partialintegration.

A propos inversionstal och sannolikhetskalkyl sa kan det ndmnas
att inversionstalen ar approximativt normalfordelade. Om detta kan
man lasa i Feller: Probability Theory and Its Applications (s.205).

UpPPGIFT. Gor ett histogram for inversionstalen till permutationerna
av talen 1,2,...,5.

Eulers formel fooo e~ tt"dt = n! ar ett annat roligt sidospar. Om
man ersatter n med z — 1 i integralen far man en integral som kon-
vergerar for alla reella tal x > 0. Den ger gammafunktionen T'(z),
som man kan lasa mer om i en intressant bok av Emil Artin: The
Gamma Function.

2. Permutationer ur algebraisk synvinkel.

Permutationer upptrader i algebran pa flera omraden. FEtt ex-
empel ar linjar algebra, dar definitionen av determinanter beror pa
indelningen i udda och jamna permutationer. Ett annat omrade dar
permutationer spelar en viktig roll ar gruppteorien och teorien for
polynomekvationer (s.k. algebraiska ekvationer).

EXEMPEL. Den allmanna losningen till ekvationssystemet

a1r + by =1
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a2 + boy = co

kan skrivas ¢ = (b261 —blcz)/(albg —agbl), Yy = (alcg —agcl)/(albg —
agby), nar a;by—agby # 0. Om man skriver upp formlerna for 16sning
av ekvationssystemet

a1z + by +c1z = dp

a2 + boy 4+ coz = do
a3 + b3y + c3z = ds

finner man i namnarna uttrycket aibscs + asbzci + agbico — ai1bzco —
asbicz — agboci. Observera permutationerna av 1,2,3. Termer som
svarar mot jamna permutationer har plustecken, termer som svarar

mot udda permutationer har minustecken.

PERMUTATIONER SOM FUNKTIONER.

En 1 — 1-avbildning av talen {1,2,...,n} pa sig sjilv kallas per-
mutation. Om man skriver bildelementet under varje tal kan man
skriva de 6 permutationerna av méngden {1, 2, 3}:

1 2 3\ (1 2 3\ (1 2 3
1 2 3)'\2 3 1/)'\3 1 2)’
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 2/)’\2 1 3/)’\3 2 1)

Man kan definiera produkten av tva sadana permutationer f och g

DO

som funktionen fog (sammansattningen av funktionerna), fog(x) =

f(g(z)).

EXEMPEL.Lé,tf:(1 2 3)ochg:(1 2 3>.Déblirfog:

2 3 1 2 1 3
1 2 3
3 2 1)
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En viktig klass av permutationer ar de cykliska
1 2 3 ... n—1 n
2 3 4 ... n 1)
For denna permutation har man infort ett enklare skrivsatt:

(12 ... n).

Varje permutation kan skrivas som en produkt av cykliska permu-
tationer.

ExXEMPEL. Betrakta permutationen

1 2 3 4 5
3 4 5 2 1)°
Vi finner att 1 -3 — 5 — 1 (cykel) och 2 — 4 — 2 (cykel). Man
kan da skriva

(; PR ?):(135)(24).

Ordningen mellan faktorerna saknar betydelse nar cyklerna saknar

gemensamma element (men endast da).
2 ... n—=1 n defini.
ai ag ... Ap -1 Qnp,

eras lika med pariteten for a1 as ... a, och beror alltsa pa pariteten

Pariteten for permutationen (

hos inversionstalet for denna foljd.

OVNING. Visa att den cykliska permutationen (1 2 ... n) har jamn
paritet nir n ar udda (sic!) och udda paritet nir n &r jamn. Man
kan visa att alla cykliska permutationer av n element har denna
egenskap.

PARITETEN FOR PRODUKTER AV PERMUTATIONER. Man kan visa
att pariteten for en produkt av tva permutationer ar summan av
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pariteterna for de bada permutationerna. Denna regel kan genera-
liseras till produkter av flera permutationer. Summan av pariteter
beraknas enligt reglerna: jamn + jamn = jamn, jamn 4+ udda =
udda, udda + udda = jamn.

EN SNABB METOD ATT BESTAMMA PARITETEN FOR PERMUTATIO-
NER. Skriv permutationen som en produkt av cykler. Antalet cykler
av jamn lingd bestammer pariteten. Om detta antal ar jamnt ar
pariteten jamn, om det ar udda blir pariteten udda.

Denna regel ar en foljd av foregaende sats om pariteten for pro-
dukter och 6vningen strax fore.

EXEMPEL. Lat oss anvinda denna metod for att bestamma, pariteten
i exemplet fran avsnittet om femtonspelet. Permutationen ar

(1 2 3 ... 14 15

7 12 1 14 6):(1781192121554101363)(14).

Vi far alltsa en cykel av jimn lingd (cykeln (14) innehaller bara ett

tal och behover inte skrivas ut, om man inte vill). Permutationen &r
darfor udda.
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