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Vinkeln 60 grader kan inte tredelas
med enbart passare och linjal

JORAN BERGH

CTH

Att tredela en given vinkel med enbart passare och linjal ar ett
klassiskt (ca 400 f Kr) geometriskt problem. Detta 16stes pa arton-
hundratalet med hjalp av en teori for ekvationers losbarhet utvecklad
av bl a Evariste Galois (1811-1832). Losningen visar att en sadan
tredelning i allmanhet ar omojlig. Dock ar den mojlig for vissa vink-
lar.

e Ange nagra vinklar som kan tredelas med enbart passare och
linjal.

De klassiska problemen med kubens fordubbling och cirkelns kvad-
ratur har visats omojliga att losa med bara passare och linjal med
samma metoder.

UpPPGIFT: Visa att vinkeln 60° inte kan tredelas med bara passare
och linjal.

Den klassiska losningen pa problemet ar att visa att det ar likvar-
digt med att finna en losning till en viss tredjegradsekvation med
enbart kvadratrotsutdragningar.

Tredjegradsekvationen hanger ihop med tredelningen av vinkeln;
kvadratrotsutdragningarna med konstruktioner som utnyttjar enbart
passare och linjal.

Vi tittar forst pa tredelningen av vinkeln.

Ett samband mellan en vinkel och den tredubbla vinkeln finns i
trigonometrin. Vi skall anvanda formeln

cos3a = 4cos® a — 3 cos a.
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e Harled denna formel!
Om vi nu later 3o = 60° sa far vi

1 3
2 =4cos”a—3cosw

vilket ar en tredjegradsekvation i cosa =

1
2 — 423 — 3.

Om man har en l6sning z till denna ekvation ger det en mojlighet
att konstruera vinkeln 20° = 60°/3, och omvént.

Antag nu att vi har bestamt en langdenhet t ex genom att dra en
linje med hjalp av linjalen och dar avsatta en stracka med passaren.

e Visa att man kan konstruera (med endast passare och linjal)
vinkeln « precis da man kan konstruera strackan med langd cos a.

Vi ser nu att tredelningen av vinkeln 60° med enbart passare och
linjal ar likvardigt med att konstruera en stracka med langd x som
ar losning till ekvationen % = 423 — 3.

Vi skall nu undersodka vilka tal (strackor) som kan konstrueras med
enbart passare och linjal, da vi bestamt en langdenhet.

e Visa att alla tal av typen a + b, a — b, ab och a/b, dir a och
b ar hela tal (b # 0) gar att konstruera. (Ledning: Anvand t ex
likformighet pa en topptriangel.)

Alla tal av typ p/q med p och g heltal, ¢ # 0, kan alltsa kon-
strueras: med andra ord alla rationella tal.

e Visa att a & v/b kan konstrueras om a och b ar konstruerade
men inte v/b. (Ledning: Anvénd t ex likformighet i en réatvinklig
triangel med en hojd fran rata vinkeln.)

Vi vet nu att alla tal som kan fas ur de rationella talen genom
andligt manga kvadratrotsutdragningar kan konstrueras med enbart
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passare och linjal. Men vi behover veta vilka som inte gar att kon-
struera for att na vart mal: ett nodvandigt villkor for konstruer-
barhet.

e Visa att om ett tal ar konstruerbart med enbart passare och
linjal s& maste det vara av formen a + v/b dir a och b (b > 0)
redan konstruerats. (Ledning: Passaren ger cirklar och linjalen ger
linjer. Analytisk geometri ger skarningarna som l6sningar till vissa
ekvationer.)

Konstruerbarhet av ett tal med bara passare och linjal ar saledes
likvirdigt med att man har upprepat konstruktionen a + /b ett
andligt antal ganger: vid forsta konstruktionen ar a och b rationella.

Vart sista steg ar att visa att ekvationen

1
§:4x3—3x

inte har nagra 16sningar av formen a + v/b, dir konstruktionen upp-
repats andligt manga ganger utgaende fran rationella tal.

e Visa att ekvationen inte har nagon rationell rot. (Ledning:
Anta att p/q &r en rot dar p och ¢ ar hela tal utan gemensamma
faktorer. Detta leder till 8p3 — 6pg? — g3 = 0 och det foljer att p
delar 1, ¢ delar 2.)

Anta nu att ekvationen har en rot av formen a + v/b (alternativt
a— ﬁ) dar antalet rotutdragningar vid konstruktionen ar minimalt.

e Visa att ekvationen di ocksd har en rot a — vb (a + v/b).
(Ledning: Ekvationen kan skrivas 823 — 6z — 1 = 0. Dividera hogra
ledet med lamplig faktor.)

Dirmed har 823 — 62 — 1 faktorn 2 — 2ax + a? — b.

e Visa att a2 — b # 0 och att ekvationen da har en rot m.
(Ledning: Identifiera rotternas produkt som en koefficient i ekvatio-

nen.)
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Allt ar nu klart eftersom roten m kan konstrueras med ett

antal rotutdragningar som &r strikt mindre &n det minimala: ¢+ v/b
(a — v/b) hade ett minimalt antal. Vi har alltsi fatt en motsigelse.
Detta innebar att ekvationen %
formen a+ /b (dndligt manga rotutdragningar med start i rationella

= 423 — 3z inte har nigon rot pa

tal) och sadana tal var ju de enda som kunde konstrueras enbart med
passare och linjal.
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