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1 Notation och inledning

1.1 Definition

En aritmetisk funktion ar en funktion definierad for de positiva heltalen och
som ger varden i en delméangd av de komplexa talen.

I fortsattningen kommer de positiva heltalen betecknas Z*. Att ett heltal
d delar ett heltal k innebar att det det finns ett tredje heltal e sa att k = de.
Om d delar k skrivs det i fortsattningen som d | k och utléses d delar k. Det
storsta heltalet d som delar bade a och b kommer i fortsattningen betecknas
(a,b), vi har speciellt om (a,b) =1 att a och b &r relativa prima.

Jag ger nagra exempel pa aritmetiska funktioner som kommer diskuteras
1 texten.

7(n) = Zl d,nezZ"

din
T-funktionen ger antalet delare till heltalet n.
o(n) = Zd dnezZ*
d|

o-funktionen ger summan av delarna till heltalet n.

os(n) = st dynezZ"

din

o-funktionerna ar en generalisering av 7- och o-funktionen. Man kan latt se
att 7(n) = og(n) och att o(n) = o1(n). T7-och o-funktionen anvinds relativt
ofta och har da fatt speciella namn.

ts(n)=n°> neZtseC

t-funktionerna. Dessa funktioner blir intressanta om man kombinerar dem
med andra funktioner.

pn)= > 1
(a,n)=1 1<a<n

Euler totientfunktionen, raknar antalet heltal mindre an n och relativa prima
till n.



2 Dirichletmultiplikation

Vi later A beteckna méngden av alla aritmetiska funktioner. De olika arit-
metiska funktionerna kan kombinaras och pa sa vis ge upphov till nya ar-
itmetiska funktioner. Exempel pa kombinationer vi skulle kunna definiera
ar

(f +9)(n) = f(n)+g(n)
och

(f-9)(n) = f(n) - g(n)

Vi skall dock rikta var uppmarksamhet mot en mindre uppenbar kombi-
nation, som ges av f x g, definierad sa att

(f x 9)m) = D fdg(5) = D Fla)g(®)

dn ab=n

Detta kallas for Dirichletmultiplikation.

2.1 Sats

Dirichletmultiplikation &r associativ. Om f, g, h € A sa ar ((f x g) X
h)(n)=(f x(gxh))(n) for allan € Z7.
Bevis. For ett fixt n € 27T,

((fxg)xh)(n)="> (fxg)dh(c)

_ Z{Zf<a>g<b>}h<c>
=Y fla)g(b)h(c)

- Zf<a>{zg<b>f<c>}
= Zf (g x h(e

= (f x (g x h))(n).

Vi visar nu att Dirichletmultiplikation ar kommutativ.
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2.2 Sats
Om f, ge Asaar (fxg)(n)=(gx f)(n) forallan € Z*

Beuwis.

(f xg)(n) =Y fla)g®d)=> gb)f(a)=(gx f)(n).

ab=n ba=n

Vi utreder nu fragan om det kan finnas en funktion € i A sa att f x e =
ex f = fforalla f € A? Eftersom Dirichletmultiplikationen &r kommutativ
behover vi bara underscka ifall det finns en funktion € sa att f = ¢ x f for
alla f € A, eller ekvivalent, sa att for varje f € A,

f(n) = (e x f)(n) for allan € Z*. (1)

2.3 Sats

Det aritmetiska funktionen e(n) = |1/n] &r den entydiga funktionen som
uppfyller € x f = f for alla f € A.

Vi antar att en sadan funktion existerar och utreder vilka egenskaper den
i sa fall maste ha. f(1) = e(1)f(1) eftersom vill att likheten skall gélla for f,
en godtycklig funktion sa maste det specifikt gélla da f(1) # 0 och da kan
vi séikert séga att e(1) = 1.

f2) = f(De(2) + f(2)e(D).

e(1) = 1 sa da foljer att f(1)e(2) = 0, f &r en godtycklig funktion sa vi
kan dra slutsatsen att £(2) = 0. Vi forsétter med induktion 6ver n for att
visa att e(n) =0forn >2. Anta att e(n) =0forn=2,...,k—1 (k> 3).
Nu betraktar vi (1) dan =k

:Ze(d)f(g) =c()f(k)+ e(d)f(%) +e(k)f(1)
d|k dlk 1<d<k

enligt induktionsantagandet ar

alltsa blir

f(k) =e()f(k) +e(k)f(1)
eftersom vi betraktar en godtycklig funktion f sa maste e(k) = 0 for £ > 2.
Det finns alltsa en funktion som uppfyller (1) och den &r
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e=¢(n):1,0,0....
Ett annat séitt att uttrycka e far man om man observerar funktion
|z] =max {n:neZ n<x}

heltalsdelen av z. Det framgar nu att €(n) = |1/n]. Och ddrmed &r satsen
bevisad.

Nu betraktar vi den aritmetiska funktionen 0(n) = 0 for alla n € Z*. Vi
formulerar en sats angaende funktionen och bevisar den.

2.4 Sats

Ox f=40foralla fe Aochomgx f=gforalla fe Asaar g=20.
Bewis. Att

(6% f) (n) = 0= 6(n)

foljer genast av definitionen for 6.

(gxf) (1) =g()f(1) =g(1)

for en godtycklig funktion f ger detta att g(1) = 0. Vi fortsatter med induk-
tion &ver n. Anta att g(n) =0forn=1,...,k— 1.

wx 0= Lo (5) = 5 atars(4) + 90

d|k dlk d<k

eftersom g(d) = 0 for d < k sa blir

(g x f)(k) = g(k)f(1) = g(k)

aterigen ar likheten endast uppfylld for en godtycklig aritmetisk funktion om
g(k) = 0, vilket bevisar satsen.



3 Inverser av aritmetiska funktioner

3.1 Definition

Lat f € A, om det finns en funktion f’ sa att f x f' = e, sa kallar vi f’
inversen av f.

Alla aritmetiska funktioner har tydligen inte en invers, ta € som ett ex-
empel. Det kan inte existera en funktion 6 sa att (6 x 6')(n) = ¢(n) for alla
n, for att vid n = 1 skulle detta krava att

0=0(1)0'(1) = (0 x 0)(1) = (1) = 1

vilket ar orimligt. Egentligen visar detta exempel pa det enda séttet en
funktion kan kan undga att ha en invers. Nésta sats ger en beskrivning av
situationen.

3.2 Sats

Ett nodvandigt och tillrackligt villkor for att en aritmetisk funktion fskall
ha en invers &r att f(1) # 0 och denna invers &r unik.

Bevis. Forst, ponera att f’ existerar och eftersom (f x f') (1) =¢(1) sa
maste f(1) # 0. Vi forutsitter att f(1) # 0 och betrakar den aritmetiska
funktion g som definieras induktivt sa att

1
g9(1) = 7
-1
g(n) = ) > flegld)  n>1

cd=n 1<c

Vara anstriangnigar riktas mot ett bevis till att f x g = ¢ och sedan att
g=1r"
(f xg)1)=f(1)g(1) = f(1) 7= =1=¢(1)

och

(f % 9)(2) = F(g(2)+F(2)g(1) = f(l){ml)f(Q)g(l)}Jrf(?)g(l) —0=c(2)

anta att (f x g)(k)=0for k=2,...,n—1 (n >3). Da ar



(f x g)(n) = fln)g(1)+ Y fla)g(b)

ab=n 1<b

1+Zf(a){_12f }
~ f(n)g f(ll > {Zﬂc)g(d)— <1>g<b>}
— f(n)g(1 —% Y FoY f@e@+ S Fa)g)

ab=n 1<b cd=b ab=n 1<b
1
= fma(®) ~ 55 Y @ xgb)+ > fla
ab=n 1<b ab=n 1<b

Enligt antagandet ar den forsta summan i sista ledet bara méjligen skild fran
0 vid b = n, sa ovanstaende forenklas till

1
(f x g)(n) = f(n)g(1) - ) (D(f x g)(n) +ab nz f(a

Det visar att for alla n sa ar (f x g)(n) = e(n). Nu kvarstar bara att visa
att g = f'. Genom att utga fran e = f x g och ¢ = f x f’ sa ser man att

ffm=exff=(xg)xf=(fxfxg=exg=g

vilket slutligen visar att inversen ar unik och saledes ar satsen bevisasd.

Vi bildar méangden av inverterbara aritmetiska funktioner och betecknar
den A*.



4 Multiplikativa funktioner

4.1 Definition

En funktion f kallas multiplikativ om for varje m och n sa att (m,n) = 1
sa ar f(mn) = f(m)f(n) och om f(1) # 0. Méngden av de aritmetiska
funktioner som ar multiplikativa betecknas M.

Om f € M och f(ng) # 0, men eftersom (1,n9) = 1 sa blir f(ny) =
f(1-ng) = f(1)f(no) alltsa sa &r dven f(1) # 0.

4.2 Sats

Om f,g € M sa ar f x g € M. Dirichletprodukten av tva multiplikativa
funktioner ar multiplikativ.
Bevis. f(1) =g(1) =1 och (f x g)(1) =1. Om (m,n) =1 sa ar

(f % g)mn) = 3~ fld)g(“F)

dlmn

alm bln

s oo™ { e
am bin

= (f xg)(m)(f x g)(n)

vilket visar att f x g € M.
ts(n) =n®*dan €Z" och s € C. Det ar kinnt att (mn)* = m*n® och da
maste ts(mn) = t5(m)is(n) och da foljer att ts € M.

4.3 Sats

Om f ar en multiplikativ funktion och om

g(n) = > f(d) = (1 x [) (n),
dln

da ar dven g multiplikativ.
Bewvis. Bada funktionerna i ovanstaende Dirichletprodukt dr multiplika-
tiva och da foljer att g ar multiplikativ, vilket skulle bevisas.
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Alla multiplikativa funktioner har en invers, nu undersoker vi om dessa
inverser ar multiplikativa och vi later numera inversen till f betecknas f~!.

4.4 Sats

Om f € M sa finns f~! och f~1 € M.

Bevis. Definitionen fér en multiplikativ funktion ger att f—! existerar.
Det ar dven sa att f~1(1) = 1/f(1) = 1. Anta att vi har bevisat att f~!(st) =
F7H(s)f7H(t) vid alla tillfallen da (s,t) = 1 for alla s,t sa att 1 < st < k — 1.
Lat k = mn vara en godtycklig faktorisering av k sa att (m,n) = 1. Nu
betrakatar vi

0=c(k) = S f(a)s (g)

d|k

= 3 s (T)
alm bln

= X @) () + FF )

alm bln ab>1

= > sa@rer () (F) + 7 )

alm bln ab>1

= Y H@f T (5) 7 (5) — £ ) + £ )

alm bln

m

= @ (2) (IO (T) = 7 ) 7 ) + 7 )
alm bln

0=¢e(m)e(n) — f~ (m)f'(n) + £~ (mn)

eftersom 1 < k sa maste nagon av m,n vara storre an 1, vilket medfor att
e(m)e(n) forsvinner. Nu ser vi att f~!(m)f~!(n) = f~!(mn) vilket visar att
f~teM.

4.5 Sats

Den funktion € som uppfyllde likheten f x ¢ = f ar multiplikativ.

Bewvis. e(mn) = ¢(m)e(n) for mn = 1 blir det (1) = ¢(1)e(1) = 1, men
da 1 < mn sa maste nagon av m eller n vara storre an 1, vilket ger att bada
leden blir noll och darmed ar satsen visad.



5 Mobiusfunktionen

Nasta sats kommer vara till stor hjalp nar vi ska studera multiplikativa funk-
tioner.

5.1 Sats

f € M och n > 1 kan skrivas

k
n = szﬂi, ﬂz >0 (2)
da ar
k
foo) =117 (). (3)

Bevis. For n = 1 finns det inget att bevisa. Vi antar att satsen ar sann

=1

QUSRI
f <i:pﬁ> fp
e }

ﬁf(l)zﬂi)-

P

~

Den har satsen séger oss att en multiplikativ funktion ar helt och hallet
bestimd av dess virden vid p® for varje primtal p och fér varje g € Z*. Vi
ska demonstrera en anvandning for 5.2 genom att leta efter inversen till ¢, vi
vet att 15" existerar och att den &r multiplikativ. Sa vi behéver endast finna
0" (pﬂ) for primtal p och for g = 1,2,...darfor later vi p vara ett primtal
och fortsédtter med induktion over 5. For § = 1 galler att

0=c(p) = (1 % to(p)
=15 (Deo(p) + 10" (p)eo(1)
=1+ (p)
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och nu framgar att 15 (p) = —1. For =2, e(p?) = (15 x to) (p?) blir det

2

0= () (*) = 1 - 1415 (),

=0

s& 15" (p?) = 0. Anta nu att ;' (p%) = 0 for 2 < 3 < B; da &r
B .
0=2(p”) =D _u'(¥)
=0

= (W' 0) + 3wt () + 0t (07)

- ')
Vi har visat att o5 (p) = —1 och att o5 (p”) = 0 da § > 2 for alla primtal
.
Vanligtvis brukar man kalla denna funktion Mobiusfunktionen och den

skrivs p. Vi adopterar detta skrivsatt och anvander 5.2 for att slutfora; om
n > 1 och faktoriserad som i (2) sa &r

p(n) = Hu(piﬁi),

Vi sammanfattar ovanstande diskusioner i en sats.

5.2 Sats

Mobiusfunktionen p, definierad som 1o X = p X 19 = €, ar en multiplikativ
funktion med varden givna av

lomn=1;
wu(n) = (—1)* om n ér en produkt av k olika primtal;

0 om n ar delbar med kvadraten pa nagot heltal.

Och ekvivalent, Mobiusfunktionen uppfyller ekvationen p(1) = 1, och for

1 < nsaéir
> uld) =0.
din
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5.3 Sats

Mobius inversionsformel. Om

da ar

fn) =Y g(dn(%). (5)

din

Det omvénda géller ocksa, sa att (5) implicerar (4).
Bevis. Ekvationen (4) ar i all enkelhet g = ¢, X f, och (5) &r f = g x p.
Tydligen ar g = 1o X fendast om gx p=f X o X p=f xe=f.

5.4 Sats

Om g € M och
g(n) =>_f(d).

din

sa ar aven f € M.

Bewis. Det har ar omvéandningen av 4.3, om g = ¢, X f daéar f =g x p.
Det ar kannt att g och € M, sa deras Dirichletprodukt f € M.

Det ar vart att notera att Mobius inversionsformel ar ett specialfall av
denna bakomliggande sats. Satsen ar trivial och presenteras utan bevis.

5.5 Sats
Omh € A*ochom f,g € A. Dadr f xh = g om och endast om f = gx h~ L.
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6 o-funktionerna

6.1 Definition

Om s ar nagot komplext tal sa ar funktionen o, € A definierad av o, = 14 X 1g.
Funktionerna o, kallas for o-funktionerna.
Att denna definition dr densamma som vi gav i inledning ser man om

man observerar att
as(n) = (ts x o) (n)

-5t (3
— Zd87

din

och da framgar det att o4(n) 4r summan av den s:te potensen av de positiva
delarna av n. Vidare har vi, om p ar ett primtal,

eller

5
o.(p’) => ()
=0

ps(,6’+1) -1

=1 om s # 0.
pS_

.

Eftersom o-funktionerna ar Dirichletprodukter av multiplikativa funk-
tioner foljer att o-funktionerna ar multiplikativa. Denna multiplikativiet
medfor att 5.2 ar applicerbar och om

k
l1<n= Hpjﬂf,
j=1
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sa far vi att

k
r(n) = oo(n) = [J(8; + 1),
pjﬁjﬂ —1
o) =i =17 =

j=1

Det finns nagra klassiska problem som kan formuleras i termer av o-
funktionen (7). Problemen géller de perfekta talen. Men innan vi ger oss in
pa dessa till viss del annu olosta problem sa ska vi definiera och undersoka
Mersenneprimtalen. Ett Mersenneprimtal ar nagot primtal pa formen ¢ =
a®—1daa,b € Z* ochsaatt b > 1. Men om vi erindrar oss féljande identitet,

M —1=@-1)1+z+2"+ - +2"),

sa ser vi att ¢ = a” — 1 endast kan vara ett primtal da a = 2, ty a — 1]|a® — 1
och om a—1 # 1 sa far a® — 1 en icke-trivial delare och medfér da att heltalet
i fraga inte kan vara ett primtal. Ytterligare har vi att om b = mn,m >
1,n > 1 sa medfor det att

2 —1=2""—1=(2™)" —1=c"— 1, for nagot ¢ > 2

ett ¢ > 2 ger att ¢ ar sammansatt. Foljaktligen, ett Mersenneprimtal ar pa
formen 2P — 1 da p ar ett primtal.

Ett postivt heltal n kallas perfekt om o(n) = 2n. Det ar fortfarande
en Oppen utsaga hurvida det existerar nagra udda perfekta tal, alltsa; det
ar varken bevisat att de kan existera eller att de inte kan existera. Men i
foljande sats visar vi pa det enda sdttet ett jamnt heltal kan vara perfekt.
Euklides bevisade att det var tillriackligt for heltal pa denna form att vara
perfekta; Euler visade att alla jamna heltal nédvéandigtvis ar pa denna form
om de ar perfekta.

6.2 Sats

Ett tillrackligt och nodvéndigt villkor for att n ska vara ett jamnt perfekt tal
dr om n = 2P71(2P — 1), da 2P — 1 &r ett primtal.
Bewvis. Lat n = 2P71(2P — 1) och 1at 2P — 1 vara ett primtal. Da har vi att

o(n) =c(2P Ho (2P — 1) = (2P — 1)(2°) = 2n.
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Nu till omvéndningen; om n #r jimn och perfekt, vi skriver det n = 2¥m, k >
0 och m &ar udda. Vi far att

o(n) = (2" — D)o(m) = 2n = 28'm.

Vi far att (2871 —1) | m 14t oss sidga att m = (2" —1)M. Om vi substituerar
i de tidigarer rikningarna sa framgar att o(m) = 2*"1M. Detta ger att bade
m och M ar skilda delare till m, sa o(m) > m + M. Detta ger dock att

2N = o(m) > m+ M = 28 M,

vi far att n och M ar de enda delarna till m. Foljaktligen ar M = 1 och
m = 2¥1 — 1 &r ett primtal; tidigare sag vi dock att 28*! — 1 endast kan
vara ett primtal da £ + 1 = p ar ett primtal. Och vi har visat att n ar pa
den sokta formen.
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7 ¢-funktionen
7.1 Definition

Vi kan definiera ¢-funktionen som dirichletprodukten av ¢; och p.

7.2 Sats

Den aritmetiska funktionen ¢ ar multiplikativ och uppfyller foljande iden-

titeter
o0n) = S () = D1
dn

din

Beuvis. Eftersom bade ¢; och p € M sa far vi att aven ¢ € M. Vi har att

¢(n) = (1 x p)(n)

och vi har dven att

Vilket bevisar satsen.

7.3 Sats
Lat i
I<n= Hp]ﬂj
j=1
da blir



Bevis. Lat p vara ett primtal, da kan vi bestimma virdet av ¢(p?) i
termer av p och (3

Och eftersom vi har att

sa foljer det att

=1 (1=5) =11 ()

vilket skulle bevisas.
Om Y ar en godtycklig andlig mangd sa later vi vY ange antalet element
1 Y. Betrakta funktionen ~ definierad vid varje n € Z* sa att

y(n)=v{t:1<t<n,(t,n) =1}

Lat n vara ett godtyckligt positivt heltal. Vi definierar Y = {1,2,...,n}.
For varje d,1 <d <mn, bildar vi Yy ={t: 1 <t <mn,(t,n) =d}.

7.4 Sats

Den aritmetiska funktionen ¢ uppfyller féljande identiteter

>o (%) =D ol =n

din

och ¢(n) anger antalet heltal mindre &n n och relativa prima till n

Bevis. Uppséttningen {Y; : 1 < d < n} bildar en partition av Y. Om
d#e,1<d<mnochl<e<nochlatY;NY, # 0. Da maste det finnas ett
heltal ¢,1 <t <nsaattt e Y;NY,. Men det ger att e = (£,n) = d och da
foljer att om d # e sa ar Yy;NY, = 0. Ytterliggare om ¢ € Y 1lat d = (¢,n).
Eftersom d|n och 1 < d < n, sa far vi att ¢ € Yy och vi har att varje t € Y ar
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i nagon av delméngderna. Detta visar att {Y; : 1 < d < n} &r en partition
av Y.

Vidare borde vi dven ha att antalet element i Y ar det samma som antalet
element i alla Y;,d =1, ..., n tillsammans. Mark dock att om d inta delar n
sa blir Y; = 0 och vi far att

n=vyY = Zde = Zde.
d=1 din
Vidare har vi att for alla d da d | n sa har vi att.
vYy=v{t: 1,1 <t<n,(t,n) =d}

Gttty <E)
YV ca-a\aad) T "\

Det bevisar att (o x v = ¢;. Mobius inversionsformel ger sedan att v = u x ¢q,
vilket bevisar satsen och nu ser vi aven att definitionen for ¢ overensstammer
med den som gavs i inledningen.
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