Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1692, Analytiska och numeriska metoder for ordinira differenti-
alekvationer, den 28 oktober 2021 kl 08.00-13.00.

Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel, utover de bifogade formelbladen, ar tillatna pa tentamensskriv-
ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krédvs korrekta och vél pre-
senterade resonemang.

1. Betrakta systemet

#(t) = (; g) (1), (1)

Finn alla kritiska punkter och klassificera dessa med avseende pa stabilitet.
Det karakteristiska polynomet A% — 10\ har rétterna A\; = 0 och Ay = 10. Motsva-

rande egenvektorer ges (t.ex) av v = (_31) och vy = (;) Den allménna 16sningen

ges saledes av

0

10t
C1U1 + o€ Vg,

och alla punkter pa linjen som spanns upp av vy ar kritiska.

Given en kritisk punkt dyv; kan vi hitta zy = dyv; 4 evs som ligger godtyckligt néira
div; (tag € > 0 godtyckligt litet) sa att 1osningen x(t), till ekvationen som satisfierar
begynnelsevillkoret 2(0) = z, har egenskapen att |z(t)| — oo da t — oo. Saledes
ar alla kritiska punkter pa linjen instabila.

2. Los begynnelsevardesproblemet
vy +y =2y’ y(l) =1

(glom inte att ange existensintervallet.) Ledtrad: anvénd substitution.

Visitter z = y'™" = y~2 (Bernoulliekvation med n = 3) och far dz/dx = —2y~3dy/dz
som ger

o(=y*/2)2 +y = aty’
som ger (z > 0) den linjdra ekvationen
2 —2z/r = —22°
med integrerande faktor 1/z%, multiplikation med denna ger ekvationen
(z/2%) = —22
och vi far z = 22(C' — %) och y = (Ca? — 2*)~'/2. Begynnelsevillkoret y(1) = 1 ger

C =2, och vi far 16sningen
1

T) = —(———
y(r) T

pa intervallet I = (0,1/2).
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3. Ekvationen
(1—a2%)y —2xy +2y=0, —-l<z<l (2)

har en 16sning pa formen y(z) = ax + b dér a, b dr konstanter.

(a) (1p) Finn en icke-trivial 16sning till ekvation (2).
(b) (3p) Bestdam den allménna l6sningen till ekvation (2).

a: Inséttning av y = ax + b i ekvationen ger —2za + 2(ax +b) = 0. Viser att b =10
och att a kan viljas godtyckligt, t.ex. a = 1; aledes ger y(x) = z en icketrivial
16sning.

b: Vi anvénder reduktion av ordning och ansétter y = u - x som efter insdttning i
ekvationen ger

(1 —2?)(zu" + 2u) — 2z(u + 2u') + 22u = u"2(1 — 2%) + /(2 — 42%) =0
Om vi later v = v’ far vi den forsta ordningens ekvation

2 — 4z?%)
/

Z M u=0
v +x(1—x2v

som, om vi anvander oss av partialbraksuppdelningen,

2 — 4x? 21
LT 9y —
(1 — 2?) /x 1 — a2
ger att
Inv=—2Inz+1In(l - 2?)) + d;
som ger v = ﬁ. Partialbraksuppdelningen x2(1£x2) = (1/22*) + (1/(1 —z) +

1/(1 4 x))/4 samt integrering ger
u=D(-1/2z) —In(1 —2)/4+In(1 +x)/4)+ E
och vi finner att den allménna l6sningen ges av

1
y:ux:D(—l/Q—l—xln(ler

)/4) + Ex.

— X

4. (4p) Betrakta ekvationen
y'(t) +4y(t) = A-0(t —to), y(0)=0,y(0) =1

dar A och ty ar konstanter. Bestim A samt det minsta ¢ty > 0 sa att 16sningen till
ekvationen uppfyller y(¢) = 0 for alla ¢ > 10.

Laplacetransformering ger
s2Y(s) — 1 +4Y(s) = A e 5t
som ger
Y(s) = ﬁa + Aesto)
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varpa inverstransform ger

1 1
y(t) = 5 sin(2t) + iu(t —to)Asin(2(t — o))
som, for t > tg, ger
sin(2t) = —Asin(2t — 2ty).

Eftersom sin(2t) = 1 for oéndligt manga godtyckligt stora t ser vi att |A| > 1,
och da samma géller for sin(2t — 2ty) far vi |A] < 1, dvs A = +£1. A = 1 ger att
sin(2t) = —sin(2t — 2ty), dvs 2ty = 7(1 + 2n) {or heltal n > 0 och det minsta t, for
A=14rmn/2. For A= —1 far vi sin(2t) = sin(2t — 2ty) som ger 2ty = 27 + 27n for
n € Z och det minsta ¢y > 0 blir 7. Saledes bor vi vélja A =1 och ¢y = 7/2.

. (4p) Betrakta ekvationen

d*r  dx _0

T a Tt
Genom att lata y(t) = 2'(t) kan ekvationen skrivas som ett system, och detta system
har en kritisk punkt. Finn den kritiska punkten och anvind Lyapunovs metod for att
visa att systemet ar stabilt. Ledtrad: ekvationen m‘fT;ﬂ —l—c‘fl—f + kz = 0 kan tolkas som
rorelseekvationen f6r en massa m > 0 som héngs upp i en fjader, med fjaderkonstant
k > 0, med en ddmpningskraft c‘é—? (dar ¢ > 0). Prova att anvénda den total energin

(dvs rorelse + potential) i systemet som Lyapunovfunktion.

Vi far systemet

=y
y=-z—y

vars kritiska punkt ges av z =y = 0.
Om vi later E(t) = 22(t) + y2(t) far vi
dE dx

dy
= 4 2y =2 2y(—x —y) = —2y> <0
o =2 2y ry +2y(—x —y) y© <

D4 den kvadratiska formen z? + y? #r (strikt) positivt definit, och dE/dt < 0 ger
Lyaponovsatsen att systemet &r stabilt.

. (4p) Lat yy1(t), y=(t) vara tva losningar till ekvationen

y'(t) + Pt)y'(t) + Q()y(t) = 0

dar P, @ ar kontinuerliga funktioner pa ett intervall /. Bilda Wronskianen W(t) =
W (y1,y2), och lat tog € I. Visa att W(t) # 0 for alla t € I om och endast om

W (o) # 0.

Da W = yiys — yay far vi

dW
- = YiUsy1Ys — YsY1Yayy = y1yh — Yoy
som, om vi utnyttjar att y,,yo ar losningar ger
v _ Pyl Py Py — 1/ yy) = —PW
— = y1(—=Pyy — Qy2) — y2(—= Py — Qu1) — P(y1ysy — y132) = —
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dvs W satisfierar den linjéira ekvationen W’ = —PW som har 16sningen W (t) =
C.e ftto P(t)dt'

Eftersom e 4o 70" ~ 0 for alla ¢ € I ser vi att W (ty) = 0 om och endast om

W(t)=0foralltel

. (4p) Lat F vara en funktion fran R? till R? med egenskapen att |F(x1) — F(zq)| <
Clxy — zo for alla z1, 7o € R?, déir 0 < C < 1. Visa att F har en unik fixpunkt, dvs
det finns precis en punkt zy € R? sa att F(z¢) = xo. Ledtrad: Beviset av Picards
sats

Vilj godtycklig 71 € R? och definiera z;,, = F(x;).

Vi noterar att .
T, =1+ Z(mk — 1)
k=2

samt att |7y — 21| < Olap_1 — 2p_o|; det senare ger att |z — 21| < CF 2|y — 2
for alla & > 2. Serien

Z(xk - ffk—l)

00
k=2

ar saledes absolutkonvergent, och vi ser att griansvirdet xo = lim,,_, x, existerar.
Om vi later xg = lim,,_,o, x,, ser vi att
|F(z0) — zo| = |F(20) — F(xn) + F(2,) — 2 + 2, — 0|

< |F(z0) = F(xn)| + [F(2n) — 20| + |20 — 0]
< Clzg — 2p| 4 |Tng1 — 2| + |27 — 20
< |wg — zn| + C"3zy — 21| + |70 — 20

Givet € > 0 kan vi genom att vélja n tillrickligt stort se till att |xg — z,| < €,
C" 2|z — 71| < € samt att |z, — 29| < € som ger att |F(xg) — zo| < 3e. Eftersom
e > 0 kan viljas godtyckligt litet far vi |F'(z¢) — 2| = 0, dvs F(x¢) = xo och vi har
visat att en fix punkt existerar.

Entydighet kan visas sa hér: antag att xy och xf, bada ar fixpunkter; vi far da
lzg — xg| = [F(xg) — F(2()] < Clag — x| < |zo — xg] som ger att zp = .
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