Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1692, Analytiska och numeriska metoder for ordinéra differenti-
alekvationer, den 20 december 2021 kil 08.00-13.00.

Examinator: Pér Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjdlpmedel, utéver de bifogade formelbladen, &r tillatna pa tentamensskriv-
ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-
senterade resonemang.

1. (4p) Betrakta ekvationen
y' +ay +by =0 (1)

dér a,b € R. Finn alla a, b sa att alla losningar y(¢) till (1) gar mot 0 da t — oc.

2. (4p) Lat y(t) vara storleken av en population vid tiden ¢ och antag att populationens
utveckling i tiden beskrivs av ekvationen

"= ryln(K/y)

dédr r och K &r positiva konstanter. Populationen vid tiden t = 0 &r y. Finn en
formel for populationen y(¢) som en funktion av ¢. Ledtrad: anvénd substitutionen
y = Ke".

3. (4p) Los ekvationen
Y — 4y + 4y = (v +1)e*.
4. (4p) Lat o € R och betrakta begynnelsevérdesproblemet
y" +y=sin(at), y(0)=0, ¢ (0)=1.
Bestéam alla o sa att 16sningen y(t) dr begransad da t — oo.

5. (4p) Systemet

& =—y+a(l -2 -y
Y=aty(l—2’—y?)

har en kritisk punkt i (0,0). Avgor huruvida denna kritiska punkt &r stabil eller
inte. Ledtrad: polira koordinater.

6. (4p) Visa foljande sats fran boken: lat y; (x) och ys(x) vara linjért oberoende 16sningar
till den homogena ekvationen

y'+ Pe)y +Q(x)y =0 (2)
pa intervallet [a,b]. Da &r
ey () + caya(x) (3)

den allménna l6sningen till ekvation (2), i meningen att varje 16sning till (2) pa [a, b]
fas ur (3) genom att vilja virden pa konstanterna c;, co.

Anmérkning: du behéver inte visa att Wronskianen W = W (yy,y2), dér yy,yo ar
tva losningar till (2), antingen &r noll pa hela [a, b], eller nollskild pa hela [a, b].
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7. (4p) Betrakta ekvationen
y'+ P(x)y' + Qz)y =0

dar P, ar kontinuerliga pa nagot intervall I, och antag att y; &r en icketrivial
16sning till ekvationen pa I. Visa att metoden “reduktion av ordning” resulterar i
en 16sning o sa att {y1,y»} bildar en fundamental 16sningsméangd.
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