Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1692, Analytiska och numeriska metoder for ordinéra differenti-
alekvationer, den 16 december kl 08.00-13.00.

Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjidlpmedel, utover de bifogade formelbladen, ar tillatna pa tentamensskriv-
ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-
senterade resonemang.

1. (4p) Bestdm den allménna losningen till ekvationen
y/// o By” + 2y/ =10+ 4263:1:

och verifiera ditt svar. Notera att felaktigt svar ger noll poéng.

Sitt z = ¢'; vi far da ekvationen 2" — 32’ + 22 = 10 + 42¢3%, och det motsvarande
karakteristiska polynomet r? — 3r + 2 har rétterna r; = 1, 7, = 2 och den homogena
16sningen ges av 2, (t) = cief+cpe?. For att hitta en partikulirlosning gor vi ansatsen
2, = a + be®®, och insdttning i1 ekvationen ger

2y — 32, + 22, = 9be™ — 3(3be™”) + 2a + 2be” = 10 + 42
vilket ger a = 5 samt b = 21. Vi ser nu att 3y’ = z ger
Y = c1e” + cp/2e** + 51 + 7e>* + c3

2. (4p) Betrakta begynnelsevirdesproblemet

dz 4 6\, o -
%(_3 _5)x, Z(0) = Zy.

Bestédm alla &y sa att |#(t)] — 0 da t — oc.

Det karakteristiska polynomet p4()) dr lika med A2 + X —2 = (A —1)(A +2) och vi
ser att Ay = 1 och Ay = —2 &r egenvirden till A, och rdkning ger att motsvarande

egenvektorer vy, vy ges (tex) av vy = (_21> och vy = <_11> Den allménna lésningen

ir alltsa pa formen x(t) = cielvy + coe™*vy. Med w = ser vi att |z(t)] — 0

1
1
implicerar att (z(t), w) = c;e’ — 0; saledes maste ¢; = 0 om |x(¢t)] — 0 da t — oo.
Om xy = vy och z(0) = g ser vi att |z(t)] = |cee ?vy] — 0 da ¢ — oo. Svar:
xo = cvg déir ¢ € R ér en godtycklig konstant.

3. (4p) Bestim, medelst definitionen av Laplacetransformen, L(e* cost) och verifiera
ditt svar. Notera att felaktigt svar ger noll poéng.

Da L(f(t)) = [, f(t)e™ dt ser vi (med hjilp av integrationstabellen) att, for s > 3,

1 oo
e~ (sint 4 (3 — ) cos t)

3t . > (8—s)t _
L(e cost)—/o e costdt = (39 i




4. (4p) Betrakta ekvationen Z—f = (_01 _11) Z. Visa, med Lyapunovs direkta metod,

att nollvektorn ar en asymptotiskt stabil kritisk punkt.

Med Z(t) = (;8) far vi systemet

Vi ansitter £ = 22 + bxy + cy® och soker b, ¢ sa att E dr positivt definit, samt att

OFE oF
—F+— 1
ox * ayG (1)

ar negativt definit. Vi ser att (1) &r lika med
(22 + by)(—z + y) + (bx + 2cy)(—y) = —22% + 2wy — bay + by* — bry — 2cy?;
och om vi tar b =1 och ¢ =1 dr (1) ar lika med
—22% — y2

som uppenbarligen dr negativt definit. Vi ser dven att F = x? + xy + y* r positivt
definit mha diskriminantkriteriet for kvadratiska former da > —4ac =1 —4 < 0
(taga=1,b=1,c=1).

. (4p) Ekvationen y"” + ay’ + by = 0, av ordning tva, svarar mot det karakteristiska
polynomet f(r) = r>+ar +b. Antag att f(r) = (r — u1)(r — po) dir p1, po € R och
i1 # o. Visa forst att ekvationen kan skrivas om som ett system pa formen

dz

Az
ar O

dér A &r en 2 X 2-matris, och visa sedan att pa(\) = det(A — AI) &r lika med f(A).

Med z = ¢/ kan ekvationen y” + ay’ + by = 0 skrivas som systemet

y ==z
2 y' = —(az + by)

s (0 1 Lo (y(t) . .
som, om vi later A = <—b —a> och Z(t) = (z(t))’ kan skrivas pa formen
dx

— = AZ.

a
Da det(A) = b och trace(A) = —a far vi pa(\) = A\? — trace(A)\ + det(A4) =
N +a+b=f(N).
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6. (4p) Lat yi(t),y2(t) vara tva losningar till ekvationen

y'(t) + P(t)y'(t) + Q(t)y(t) = 0

dar P,Q ar kontinuerliga funktioner pa ett intervall I. Bilda Wronskianen W (t) =
W (y1,y2), och lat to € I. Visa att W (t) # 0 for alla t € I om och endast om

W (o) # 0.

Se bok

7. (4p) Los begynnelsevardesproblemet

Vi anvénder fasplanmetoden och far ekvationen % = %; omskrivning ger y3dy =

x3dx varpa integration ger y*/4 = z*/4 + C; initialvillkoret z(0) = y(0) = 1 ger
C' = 0 samt att z(t) = y(¢) for alla ¢ i nagot interval innehallande 0. Om vi ansétter
z(t) = y(t) = f(t) for nagon funktion f far vi den separabla ekvationen f’ = f3;
omskrivning df /3 = dt samt integration ger —1/(2f%) =t + ¢, dvs f? = 2(1:@'
Initialvillkoret f(0) = 1 ger ¢ = —1/2, och vi ser att f(t) = (1 — 2t)"/2 &r en
16sning for ¢t € (—o0,1/2). Svar: 2(t) = y(t) = (1 — 2¢t)"'/? med existensinterval
(—00,1/2).
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