Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1692, Analytiska och numeriska metoder for ordinira differenti-
alekvationer, den 22 oktober 2024 kl 08.00-12.00.

Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel, utover de bifogade formelbladen, ar tillatna pa tentamensskriv-
ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-
senterade resonemang.

1. (4p) Los ekvationen
dy _ 2

Substitutionen z = x + y ger g—fc =1+ g—g och vi far den separabla ekvationen

dz
21 =2
dx §

som har 16sningen arctan(z) = x + ¢ dér ¢ ar en konstant, dvs z = tan(x + ¢), och
vi far y = tan(x + ¢) — z.

2. (4p) Finn den allménna losningen till
y// _ 3y/+2y — 61’

och verifiera ditt svar. Notera att felaktigt svar ger noll poéng.

Den karakteristiska ekvationen for den homogena ekvationen ir 72 — 3r +2 = (r —
1)(r — 2), och den allménna l6sningen till den homogena ekvationen &r dérfor pa
formen c;e® + coe?®.

For att hitta en partikuldrlosning y = y, ansétter vi y = cxe®. Ridknande ger
y' = c(e” + xe®) och Yy’ = ¢(2e” + xe®), varpa inséttning i vénsterledet ger
y" =3y + 2y = c(2e” + we® — 3(e” + xe”) + 2xe”) = ce®(2 — 3) = —ce”

och vi ser att ¢ = —1 ger en 16sning; en partikulérlosning ges saledes av y, = —xe”.

Den allménna 16sningen till den inhomogena ekvationen ges da av

2r T

y = cre” + o€ ze

dér ¢y, co dr godtyckliga konstanter.
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3. (4p) Lat A = <_01 (1)) och betrakta systemet

di (6t —1) L
E:Ax+<a5(t—2)>’ Z(0) = 0.

Bestim a € R sa att Z(t) = 0 for alla tillréickligt stora ¢, eller visa att det &r
omdjligt.

Laplacetransformering ger ekvationerna

{le(s) = Xo(s) +e?
sXo(s) = —X1(s) + ae™?;

2s

den andra ekvationen ger X;(s) = —sXs(s) + ae™** som vid insdttning i forsta

ekvationen ger
s(—5Xo(s) + ae™®) = Xy(s) +e7*

varpa

Inverstransformering ger
xo(t) = aug(t) cos(t — 2) — uy(t) sin(t — 1).

For t > 2 ser vi att xq(t) = acos(t —2) —sin(t —1); om z5(t) = 0 for alla tillréckligt
stora ¢ ser vi att accos(u — 1) + sin(u) = 0 for alla stora u. Inséttning av u = 27n
(for stora n), tillsammans med cos(2mn — 1) = cos(—1) # 0 ger att a = 0; saledes
finns inget a med den sokta egenskapen.

. (4p) Lat A vara en 2 x 2 matris och betrakta systemet

dz

— = A7

it~
Givet att det(A) = 0, klassificera den kritiska punkten 0 m.a.p stabilitet (dvs,
instabil, stabil eller asymptotiskt stabil) givet egenvirdena till A.

Eftersom det(A) = 0 maste det karakteristika polynomet p4(A) vara pa formen
pa(A) = A(A — r) for nagot r € R.

Om r # 0 ar A diagonaliserbar, sidg med egenvektorer vy, ve, och den allménna
16sningen till systemet ges av

x = 1”0 + ey

och ser direkt att r > 0 ger ett instabilt system, medans r < 0 ger ett stabilt (men
ej asymptotiskt stabilt) system.
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Om r = 0 har vi en dubbelrot. Ifall A &nda ar diagonaliserbar, finns det oberoende
egenvektorer vy, v och den allmédnna l6singen ges av

xr = cle()tvl + CQGOtUQ = C1V] + CoU9y

dvs systemet ar stabilt men inte asymptotiskt stabilt.

Om A ej ar diagonaliserbar finns en egenvektor vy, och den allménna l6sningen ges
av
r = c1e”v; + co(te vy + e%w)

for nagon listigt vald vektor w, och vi ser att systemet &r instabilt (eftersom |tv;]
gar mot oéndligheten nér ¢ vixer.)

. (4p) Betrakta begynnelsevirdesproblemet

y,:f(x7y)7 y(O) = —17

dir den kontinuerliga funktionen f uppfyller |%(m, y)| < 42 for alla z,y, samt att
f(z,1) =0 for alla z. Visa att y(z) < 2 for x € [—17,42].

Vi noterar forst att f &r Lipschitzkontinuerlig i y-variabeln, och Picards sats ger
existens och entydighet.

Vi noterar sedan att y(t) = 1 for alla ¢ &r en stationér l6sning. Om y(z1) = ¢ > 2
for nagot x; ger medelvirdessatsen (en 16sning y maste vara kontinuerlig da den &r
deriverbar) att y(z2) = 1 for nagot xo, eftersom y(0) = —17. Saledes far vi tva olika
16sningskurvor som skér varandra i x,, vilket motséger Picards sats.

. (4p) Lat P vara ett polynom av grad d > 2, och betrakta begynnelsevirdesproblemet

dy _

i P(y), y(0)=1.

Visa att alla Picarditerat {y,(¢)},>1 &r polynomiella funktioner i ¢.

Som startvirde i Picarditerationer later vi yo(t) = 1 (som uppenbarligen &r ett
polynom.)

[teraten definieras sedan som

) =1+ [ ' Plyn(s)) d.

Vi ser saledes att om vy, &r ett polynom, sa &r dven P(y,(s)) ett polynom, och
eftersom definita integraler av polynom resulterar i polynom, sa maste da dven y,, 1
vara ett polynom. Det sokta pastaendet foljer nu latt medelst induktion.
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7. (4p) Visa att (0,0) &r en instabil kritisk punkt till systemet

ax 3

Vi noterar forst att om (x(¢),y(t)) ar en 16sning sa ar (X (¢),Y(¢)) = (z(—t),y(—1))
en 10sning till det tidsreverserade systemet

ail_)t( = _(3X3 + Y)7
X — X5 —2Y3
dt ’

och om det senare ar asymptotiskt stabilt dr det ursprungliga systemet instabilt: vi
kan hitta initialvillkor Xy, Yy sa att 1osningar, till motsvarande begynnelseproblem,
X(t),Y(t) gar mot noll da t — oo; om vi reverserar tiden ser vi att vi kan hitta
initialvillkor g, yo, godtyckligt néra noll sa att motsvarande 16sningar z(t), y(t) till
BVP har egenskapen att (z(7),y(7)) = (Xo, Yo) for godtyckligt stora 7 > 0.

For att visa att det senare systemet dr asymptotiskt stabilt anvédnder vi en Lya-
punovfunktion pa formen F = aX?*" + bY?™ (uppenbarligen positivt definit!). Vi
far

dE dE

—— F 4+ —G =2naX*" 1 (=3X3—Y) 4+ 2mbY*" 1(X° — 3Y®);

X —l—dYG na (-3 ) +2m ( 3Y7);
som, om vi tar n =3 och m =1 samt a = 1, b = 3, &r lika med

6X°(—3X3) +6Y(—2Y?) = —(18X*® + 12Y?)

som uppenbart dr negativt definit. Saledes ir £ = X% + 3Y2 en strikt Lyapunov-
funktion for det tidsreverserade systemet som saledes ér asymptotiskt stabilt.

4 av 4



