Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1692, Analytiska och numeriska metoder for ordinira differenti-
alekvationer, den 24 oktober 2023 kl 08.00-13.00.

Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel, utover de bifogade formelbladen, ar tillatna pa tentamensskriv-
ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-
senterade resonemang.

1. (4p) Los ekvationen
’ x?
Yy — 2zy = bxe

och verifiera ditt svar. Notera att felaktigt svar ger noll poéng.

Efter multiplikation med den integrerande faktorn e/ (~29)dr — ¢=2* f5; vi
d, _.»
%(ye ) = 6z

som ger y = e* (322 + C).

Inséttning i ekvationen ger

VL =y —2zy = 623 +2Cxe” — 2z <3 226 + C’ex2) +6ze” =6xe” = HL

Svar: y = 3z%e® + Ce” dir C ér en godtycklig konstant.

2. (4p) Den sadelformade ytan z = y? — 22 ligger ute i regnet. Finn regndropparnas
banor langs sadeln, och skissa dessa. Ledtrad: regndroppar torde rora sig i motsatt

rikting till gradienten, och gradienten &r ... mot nivakurvorna.

Regndropparna rér sig ortogonalt mot familjen av nivakurvor y? — 22 = ¢. Dessa
satisfierar % = x/y, och en ekvation for den ortogonala familjen ges av fl—z = —y/x,
som kan skrivas som % = —4% integration ger sedan In|y| = —In|z| + C, eller

y = D/x dér D # 0. Vi noterar att dven y(z) = 0 for alla x ger en l6sning, och att
linjen = 0 ar ortogonal mot nivakurvorna.
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3. (4p) Betrakta begynnelsevardesproblemet
y'+y=0(t—t) +ad(t —t2), y(0)=y(0)=0.

didr a € R och 0 < t; < ty. Finn alla a, 1,1, sa att 16sningen y(t) ar nollskild for
t € (m,2m), och lika med noll for ¢ & (m, 27).

Laplacetransformering ger
(s> +1)Y(s) = e " + ae ="

N o —stq —stg o . .
och vi far Y(s) = &7, varpa inverstransformering ger

y(t) =sin(t — t1)uy, () + asin(t — to)u, (t — ta)

Vi noterar att y(t) = 0 for ¢ € [0, 7] ger att t; > 7, och y(t) # 0 for y € (w,27) ger
att t; = m. For att y(t) skall vara noll for alla stora ¢ maste vi antingen ha a = —1
och toy = m+2mn,n € Zsy, eller a = 1 och ty = 27n,n € Z>,. For att y(t) # 0 pa
(7, 27) maste vi vilja ty = 27 och a = 1.

Svar: t; = w,t9 = 2w och a = 1.

4. (4p) Finn den allménna l6sningen till ekvationen

vy’ — (L +2)y +y=2%€**, >0
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Ansatsen y = e* ger efter insétting att y; = e” ar en l6sning till den homogena
ekvationen. Ansatsen y = p(x) for p ett polynom ger att yo» = x + 1 &r en annan
16sning till den homogena ekvationen (alternativt kan man anvinda reduktion av
ordning.)

Variation av parametrar ger y, = uiy; + ugys dér

—1yo R
w

dr, uy= M dx,

w

Uy =

e 1+4+=x

medW:det([ .
e 1

]) = —ze® och R = ze?*. Vi far

(0 :/(x—l—l)e”dx:xe:”, uzz—/e%dx: —e* /2.

som ger
2z

Yp = WY +Ugyp = - €7 " — P (z+1)/2 = %(m— 1).

Svar: den allménna 16sningen ges av

6235
Yy = clex + CQ(JT + 1) + 7(1’ — 1),

for c1,c0 € R.

. (4p) Betrakta ekvationen
" +a(x?* — 1)’ +1x=0

ddr a > 0. Skriv om ekvationen som ett system, finn dess kritiska punkter och
klassificera dessa m.a.p. stabilititet.

Med y = 2’ far vi systemet

=y
{y’ = 2" =—(a(z* - 12’ +2) = —(a(z* — 1)y + )

For kritiska punkter maste vi ha 2/ = y = 0, dvs y = 0 samt (efter inséitting av
y =0) vy = —x = 0 dvs den enda kritiska punkten ges av z = y = 0. Jacobianen
ges av

g 0 1
W —(2azy + 1) —a(z* —1)
och i den kritiska punkten far vi
0 1
Joo = {—1 a}

Foér a > 0 ser vi att trace(Jyp) > 0 och saledes &r (0,0) instabil.

For a = 0 ger linjérisering ingen information, men eftersom systemet da ges av det
linjéra systemet

=y

y= -

ser vi att (0,0) &r stabil (men inte asymptotiskt stabil.)
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6. (4p) Lat yi(t),ya(t), y3(t) vara losningar till ekvationen
y" +ay" +by +cy=0, abceR

och bilda Wronskianen

yi(t) wya(t) ys(t)
Wi(t) =det | |v1(t) u5(t) ws(t)
yi(t) yu(t) ws(t)

Visa att W(ty) = 0 for nagot ¢, € R implicerar att W (¢) = 0 for alla ¢.

Lat 7i(t) = [w(t) vi(t) yi(t)”]T for i = 1,2,3. Om W(ts) = 0 kan vi hitta en
icke-trivial linjarkombination Zle ciUi(ty) = 0. Enligt superpositionsprincipen &r
da y = Z?Zl c;y; en losning till ekvationen som satisfierar initialvillkoren y(ty) =
0,y (to) = 0,y"(ty) = 0; vilken dven den triviala 16sningen yo(t) = 0 for alla ¢ gor
— enligt entydighets satsen maste da y(t) = 0 for alla t. Saledes &r y(t) = y/'(t) =
y"(t) = 0 for alla ¢ och vi ser att

i) w2(t) ws(t)| [a y(t) .
ni(t) w(t) ws(t)| - el = |Y'()| =0
yi(t) ys(t) ()] [es y'(t)

for alla t vilket ger att W (t) = 0 for alla ¢.

7. (4p) Lat A vara en 3 x 3 matris med reella egenvéirden A\ < Ay < A3 < 0. Finn en
strikt Lyapunov-funktion £ for systemet ' = A%, dvs en funktion F : R* — R med
egenskapen att E &r positivt definit samt att 4 E(Z(¢)) < 0 om Z(t) 4r en l6sning

till #' = A%, och Z(t) # 0.

A 00
For specialfallet A = D = |0 Xy 0| ser vi att E(Z) = |7]* = #77 fungerar:
0 0 X\

E(Z) > 0 med likhet omm # = 0 och

3
%E(f(t)) = ()77 + (D)7 = (AD'T+ (1)TAF =2 Mlai(t)2 < 0
=1

om Z(t) # 0, och Z(t) éir en 16sning till ekvationen.

For det generella fallet noterar vi foljande: eftersom egenvérdena ar distinkta existe-
rar det en inverterbar matris M sa att A = M ~'DM. Om vi later E(Z) = |[MZ|* =
(MZ)"MZ = ZTMTMZ ser vi att E &r positivt definit, och, om #(t) &r en 15sning
till ekvationen, att

d
T EE(®) = (MF(£))" ME(t) + (MF(1))" M (t) =
(MAZ()" MZ(t) + (Mz(t)" MAZ(t) = (DMZ(t))" MZ(t) + (MZ(t))" DMZ(t)

= 2(MZ(t))' DMZ(t) < 0

om Z(t) # 0 enligt var tidigare riikning, eftersom M &r inverterbar.
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