Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1692, Analytiska och numeriska metoder for ordinéra differenti-
alekvationer, den 25 oktober 2022 kl 08.00-13.00.

Examinator: Par Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel, utover de bifogade formelbladen, ar tillatna pa tentamensskriv-
ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-
senterade resonemang.

1. (4p) Bestéim de ortogonala banorna till familjen av kurvor y = C' - z*. Skissa bada
familjerna av kurvor.

Vi kan skriva kurvfamiljen som y/z* = C' (fér z # 0) och dessa kurvor svarar mot

l6sningar till ekvationen
/

vy _ Y

xt b
som kan forenklas till fl—g = 4;3”. Ekvationen for den ortogonala familjen av kurvor
ges av den separabla ekvationen

dy  «x
de 4y

som kan skrivas pa form 4ydy = —xdz; integrering ger da 2y = —22/2 + Cy, eller
(med ny konstant) z? 4+ 4y* = C, dvs en familj av ellipser.

2. (4p) Los begynnelsevirdesproblemet
y=(2z+y)’ =7 y(0)=0

Substitutionen z = y — 2z ger 2’ =y — 2 och vi far ekvationen

J=22-9

som, da 1/(z* —9) = ¢ (55 — —5) kan skrivas om som

1 1
- dz = 6d
(2—3 z+3) T

varpa integrering av bada sidorna ger oss

z—3
1 = 6x + C,
n ~13 x + Cyp
vilket ger
z—3
= (e, CL#0
z+3 e G
och vi far
—3(1 + C1e%)
z = .
016695 —1
Begynnelseviirdet y(0) = 0 ger z(0) = 0, och vi far C; = —1, dvs z = 31;—222 och

1—eb

TTeer T 23 16sningen existerar for alla x € R,

saledes y = 3
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3. (4p) Bestam den allménna lésningen till ekvationen

Y — 4y + 4y = (v +1)e*.

Den karakteristiska ekvationen 72 — 4r + 4 = (r — 2)? har en dubbelrot, och den
allménna 16sningen till den homogena ekvationen ges av

yp, = Cre* + Coze®.

Partikuliirlésningen kan antingen hittas mha gissning (sig y = p(z)e?® dir p(z) ir
ett polynom av lagt gradtal), reduktion av ordning, variation av parametrar (eller
mha Laplacetransform for den delen.)

Vi noterar att y = x2e%® ger efter lite rdknande 3" — 4y’ +4y = 2e** medans y = 23e*”

ger v — 4y’ + 4y = 6xz€**; saledes ir y, = 2%e* /2 + 2°¢** /6 en partikulirlosning.
Den allménna 16sningen fas nu mha superposition, och ges av

y = 22e* /2 + 23 /6 + Ce** + Coze™.

4. (4p) Betrakta begynnelsevirdesproblemet

11
=02 1 |z, z(0)=x
00 -1

Finn alla 7y € R? for vilka |Z(#)| — 0 da t — oo.

Lat A beteckna matrisen i ekvationen. Vi ser direkt att egenvirdena till A dr A\; =
1, =2,A_1 = —1, och den allménna lésningen till ekvationen ges av

xr = Cietvy + Cye®’ vy + Cie™tug

dér vy, ve,v3 &r egenvektorer till motsvarande egenvirden. For att |z(t)] — 0 da
t — oo maste vi ha ¢ = C5 = 0, medans C3 kan véljas fritt.

For att hitta vs soker vi icke-trivial losning (A + I)vs = 0; da systemet dr pa
-1
trappform ser vi direkt att v3 = | —1 | &r en egenvektor.
3
-1
Svar: alla xg pa formen C'- | =1 |, C € R.
3

5. (4p) Betrakta systemet

¥ =y
y/ :—.1'3

Finn alla stationdra punkter och klassificiera dessa m.a.p. stabilitet.
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Dessviirre ger linjéiriseringen ingen information. Vi definierar £ = E(z,y) = 2 +y*.
Funktionen &r positivt definit, och ger oss en Lyapunov-funktion om

G .= —1 +—4
dxx+dyy

ar negativt semidefinit; vi ser att
G=42> y* + 49 (-2°) =0<0

for alla x,y. Saledes ar F en Lyapunov-funktion och systemet &r stabilt. (Eftersom
G = 0O ser vi att E &r konstant langs alla 16sningskurvor, dvs 16sningar till ekvationen
ligger pa kurvorna z* + y* = C; saledes #r den kritiska punkten ej asymptotiskt
stabil.)

6. (4p) Betrakta begynnelsevardesproblemet

Y = f(z,y), y(xo) = vo.

dér f och % ar kontinuerliga pa en sluten rektangel R, och dér (xg,yo) ar en inre
punkt i R. Antag att y;(z) och ys(x) &r losningar pa nagot icke-tomt intervall [;
som innehaller zy. Visa att det existerar ett (icke-tomt) intervall I, C I; sa att
yi1(z) = yo(x) for alla x € I,. Anmérkning: om du anvénder dig av satsen om
existens och entydighet (“Picard”) bor du visa denna. Ledtrad: du behover inte
gora detta.

Eftersom yq, 32 ar kontinuerliga kan vi vélja ett icke-tomt slutet intervall I3 C I; sa
att {(z,y1(z)) :x € I3} C R och {(x,y2(x)) : x € I3} C R.

Eftersom df /dy ar kontinuerlig pa R kan vi hitta L > 0 sa att |df/dy| < L pa
R; medelvirdessatsen ger da att |f(z,a) — f(z,b)] < Lla — b] om (z,a) € R och
M = max |y, (x) — ya(2)| < 00

xzcls

Omskriving av ekvationen pa integralform ger

yi(@) = g0 + / Cfo ) dr, i=1,2

zo

vilket ger, for x € I, att
1 (2) — ya(2)] < / @1 (@)) — f(, (@) < |o— x| - L- M < M2
o

Saledes &r M < M /2 vilket innebér att M = 0, och vi ser att y;(z) = ya(x) for alla
T € ]2.

7. (4p) Betrakta begynnelsevirdesproblemet (BVP)

' +ay +by=f(t), t>0, y(0)=1y'(0)=0
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dér a,b ar reella tal. Antag att f(¢) a4r en kontinuerlig funktion av exponentiell
typ, dvs att for nagot val av konstanter C, A > 0 giller att |f(t)| < Ce? for alla
tillrickligt stora t. Visa att 16sningen y = y(¢) till BVP &r en funktion av exponentiell

typ.

Vi betraktar forst “impulssvaret”, dvs losningar da f(t) = 6(¢); Laplacetransforme-
ring ger
(s> +as+b)Y =1

dvs Y(s) = m Inspektion av tabellen ger att y(t), oavsett vérden pa a,b
dr av exponentiell typ (notera att e®, sin(Bt)e®, cos(ft)e™ samt te™ alla ér av
exponentiell typ, och detsamma géller linjarkombinationer av dylika funktioner.)

Saledes dr impulsvaret h(t) = L™ (Y (s)) av exponentiell typ, och det existerar C1, A
sa att |h(t)| < Cre?t for alla tillrickligt stora ¢; genom att viilja dnnu stérre Oy, A
kan vi anta att |h(t)| < Ciedt giller for alla t > 0.

Eftersom f(t) ar kontinuerlig och av exponentiell typ kan vi pa samma sétt hitta
Co, B sé att | f(t)] < CoeBt giiller for t > 0. Vidare, genom att om nédvindigt viilja
annu storre A, B kan vi anta att B — A > 1.

Laplacetransform ger att Y (s) = F(s) - H(s), och saledes ér y = f xh (dvs f faltat
med h.) Vi far da

t
)= [ St =) dr
0
och saledes ér, for alla t > 0,

t t
ly(t)] < / Cy - CoePeA = dr < ) - C’zeAt/ e(B=A)7T 1o
0 0

e(B—A)T

B—-A

t
= () - Che™ [ } < O - Crett - eB=Vt = 0 . ChePt
0

och vi ser att dven y &r av exponentiell typ.
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