Matematiska Institutionen, KTH
Tentamen SF1691, Komplex Analys, den 12 augusti 2025 kl 14.00-19.00.
Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng kréavs korrekta
och vil presenterade resonemang.

1. (4p) Ar det mojligt att hitta en funktion v(z, ) sa att 2* —y*+iv(x, y) ar holomorf?
Om sa ér fallet, finn v.

Lat u(z,y) = 2* — y*; for att u skall kunna vara realdelen av en holomorf funktion
maste u vara harmonisk i nagon omgivning. Eftersom w,, + u,, = 12(z* — y?) =0
bara géller pa linjerna y = x samt y = —x ar u ej harmonisk i nagon omgivning.
Det finns alltsa ingen sadan funktion v(z,y).

2. (4p) Finn Laurentserien, centrerad vid z = 1, for funktionen f(z) = m, och

ange konvergensringen (“annulus of convergence”).
Eftersom 1/(z —2) = =1/(1—(2—1)) = = >_, (2 — 1)" ges Laurentserien for f av

—<Zi1+2(z—l)”>,

med konvergensring 0 < |z — 1] < 1.

3. (4p) Berékna fcp 5 coslz) 2.

sin? (2)

Eftersom nollstéllena till sin®(z) inuti C[2,3] ges av z = 0, 7 s ir

frmy =i (e (535 oo (G55))

Eftersom bade cos(z) och sin?(z) ér jamna funktioner dr dven kvoten en jimn funk-
tion. Laurentserien, vid z = 0, for kvoten bestar saledes av potenser med jimna

exponenter och vi far Res,— (;ZSQ((ZZ))) = 0. Eftersom 301?182((2)) = ;flgs(f_j)) bestar dven
cos(z

Laurentserien, vid z = m, for av potenser av (z — m) med jaimna exponenter

sin?(z)

och vi ser att dven den andra residyn &r noll. Svar: 0.

4. (4p) Finn en konform bijektion fran halvdisken {z € C : |z| < 1, Im(z) > 0} till
kvadranten {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

f(z) = ifi avbildar tripeln (—1,0,1) pa (0,1,00), och saledes avbildas R U {oo}

pa R U {oc} och C[0,1] pa en generaliserad cirkel som &r vinkelrdt mot R och
innehaller punkterna 0, 0o dvs bilden av C[0, 1] 4r den imaginéra axeln. Saledes &r
bilden av {z € C : |z| < 1,Im(z) > 0} en av de fyra 6ppna kvadranterna; da
fi/2) = 1+i/2)/(1—i/2) = (1+4/2)*/(1+1/4) = (3/4+1)/(5/4) maste det vara

den forsta kvadranten. Svar: f(z) = Zt

1—z"
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5. (4p) Antag att zy &r en isolerad singuldritet till f. Visa att zy dr hdvbar om och
endast om lim,_,, (2 — 20) f(2) = 0.

Se boken.
6. (4p) Lat f,g vara holomorfa funktioner pé D[0,1] med egenskapen att f(0) =
g(0) = 0. Visa att lim, g Iz E ;= = lim,_, Iz Yael (behandla dven fallet da gransvirdena

dr odndliga.)

Vi behandlar forst fallet da bade f, g ej ar konstanta. Vi kan skriva f, g som Tay-
lorserier, sig f(z) = > o apz® och g(z) = Y 77 bp2® dér ay,, b, # 0 och m,n > 1.
Vi har dven f/(2) =Y oo apkz""1 och ¢'(2) = > o, bpkz*1.

Om m = n ser vi nu att lim,_, % = G /by och lim, o 58 = (may,)/(mb,,) =

A /b, dvs gransvirdena ar lika.

Om m > n ser vi pa samma sitt att bada griansvérdena ar lika med noll, och om

m < n géller lim,_, E ; = lim, o f/((‘z; = 0.

Om f(z) = 0 for alla z € D|0, 1], och g €] &r icke konstant géller samma for f'(z)
och ¢'(z); saledes ar bada gransvirdena lika med noll.

Om g(z) = 0 for alla z € D[0, 1] &r ingen av kvoterna inuti gransviirdena vildefinierade.

7. (4p) Lat f(z) = 1/2%,1at A = {2 € C: 1/2 < |2| < 2} och antag att g ir en hel
funktion. Visa att det existerar z € A sa att [f(z) — g(2)] > 1/10.

Vi noterar forst att fC[O 1 2f(z)dz = 2mi. Om |f(z) — g(2)] < 1/10 géller for alla
z € A ser vi da, eftersom zg(z) ar en hel funktion, att

= z2f(z)dz = z2(f(z)—qg(2))dz zg(z)dz
> lm”f() [%M(ﬂ) 9(2) +lmug<>

:/“ 2f(2) — 9(2)) dz
co,1]

vilket ger en motségelse eftersom | fC[O N 2(f(z) —g(2))dz| < 27/10,
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