Matematiska Institutionen, KTH
Tentamen SF1691, Komplex Analys, den 28 maj 2025 kl 08.00-13.00.
Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng kréavs korrekta
och vil presenterade resonemang.

1. (4p) Visa att zy + 3z%y — ¢® dr harmonisk samt finn dess harmoniska konjugat.

Med u = zy+3z?y—y? far vi u, = y+62y, uz, = 6y och u, = +32°—3y?, u,, = —6y
och saledes ar g, + uy, = 6y — 6y = 0; da alla andra ordningens partialderivator ar
kontinuerliga ar v ddrmed harmonisk.

Vi soker det harmoniska konjugatet v genom att sdka 16sning till Cauchy-Riemmann
ekvationerna;
Uy = Uy =y + Oxy

ger v = y?/2 + 3zy* + g(x) for nagon funktion g. Ekvationen v, = —u, ger sedan
3y +g'(z) = 3y” — (z + 327);

vi kan ta g(x) = —(2%/2 + 2®) vilket ger v = y*/2 + 3xy? — 2%/2 — 2.

2. (4p) Berékna
eZ
—dz.
/0[071] 23 cos(z)

Eftersom 1/cos(z) = 1/(1 = 2?/2+..) = 1+ 22/24+ 3 -, a,2*" och ¢ = 14z +
2224305 by far vi

z

= (14 2+ 22/2)(1 + 2°/2) —i—chz” = 1+z+22+2dnz".

COS 2
n>3 n>3

Saledes ar ; .
clo,1 # cos(2) cloa) ?

3. (4p) Finn en konform bijektion mellan D[0, 1] och det 6vre halvplanet H = {z €
C : Im(z) > 0}.
Mébiusavbildningen f(z) = 2555 avbildar (1,4, —1) pa (0,1, 00), dvs den avbildar
enhetscirkeln pa R U {oo}. Eftersom f &r holomorf pa C — {—1} och f'(z) # 0 for
alla z € D[0,1] ar f en konform avbilding pa D[0, 1]. Eftersom f ger en bijektion
fran C till C ger f en konform bijektion mellan D[0, 1] och f(D[0,1]) och det ricker

nu att visa att f(D[0,1]) = H.

Eftersom
(z—D(E+1)@E+1)? |2P—-1+2-2%

112 —2 T e+ 1p

f(z) =
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och vi ser att
o 1—|2)?
S(f(2) = |Z+—1|2

Saledes far vi att f(D[0,1]) C H samt f({z: [2] > 1}) C {z : S(2) < 0}; eftersom
f(C0,1]) = RU{oo} och f ger en bijektion pa C ger f en bijektion mellan DI0, 1]
och H

. (4p) Lat f vara en icke-konstant holomorf funktion pa D|0, 1] med f(0) = 0. Visa
att det existerar r > 0 sa att f(z) = w har en 16sning for alla w € D|0, r].

Eftersom f &r holomorf och f(0) = 0 kan vi skriva f(z) = > _y @,2" (med abso-
lutkonvergens for z € DJ0, 1]) for nagot heltal N > 0, dér ay # 0, och vi far

f(z) = anz" + 2V Cay e

n>0

eftersom serien &r absolutkonvergent for |z| < 1 (och ay # 0) kan vi vilja r > 0 sa
att
|2V Z an 102" < lan|r™ /3

n>0

for alla 2 € C[0,7]. Om |w| < |ay|r™Y/3 ser vi att

lanz™ —w| > (2/3)|ay|r > |2V ZCLN+1+nz"|
n>0

giller for alla z € C[0, r|; Rouches sats garanterar da en 16sning till 0 = f(z2) —w =
anzV —w + VT ano an+14n2" OM an2z¥ —w = 0 har en 16sning i D[0,7]. Vi
ser nu létt att en en 16sning ges av zy = (w/ayn)/V; eftersom |w| < |ay|r" /3 far vi

20| < r/3YN <1

. (4p) Lat R > r > 0 och antag att f dr holomorf pa D[w, R]. Visa att

) — L ) .
fllw) =5 /C G wp dz.

Se boken

. (4p) Bestim antalet rétter till ekvationen 2% — 23 +132% — 2+ 3 = 0 i varje kvadrant
av det komplexa talplanet.

Lat f(z) = 2% — 23 4+ 1322 — 2 + 3. For < 0 ser vi att f(z) > 3, for x € [0,1] ser
viatt f(z) > 1, och for x > 1 ser vi att f(z) > 3. Saledes saknar f rotter pa den
reella axeln. Eftersom

fliy) =y* +iy® —13y° —iy +3 =9 — 13> + 3 +i(y® —y) =: g(y) +ih(y)

ser vi att f(iy) = 0 ger att h(y) =4> —y =0, dvs y = 0,y = £1, men for dessa
y-véarden dr g(y) # 0 och saledes saknar f rotter langs den imaginéra axeln.
For stora R > 0, lat v = (R) beteckna den slutna kurvan v;727s, dér 7, bestar

av det vertikala segmentet mellan 0 och iR, ~, kvartscirkeln centrerad i origo och
som gar mellan iR och —R, och lat 3 vara det horisontella segmentet mellan —R
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och 0. Enligt argumentprincipen ges antalet nollstéllen inuti v som variationen av
argumentet av f(z) langs 7, delat med 2.

Eftersom f(x) > 0 for € [—R, 0] &r argumentvariation ldngs s noll. For |z| = R
och R stort ser vi att f(z) = 2*(1 + O(1/R)), och argumentvariationen lings v, &r
4-7/2+O(1/R) = 21 + O(1/R).

For att finna argumentvariationen langs v, noterar vi att f(0) = 3, att h(y) < 0
for y € (0,1) och att g(y) gar mellan 3 till =9 for y € [0, 1]; argumentvariationen
da y € [0,1] &r saledes —m. Eftersom h(y) > 0 for y > 1 och g(y) gar fran —9 till
R*+O(R?) day € [1, R] &r argumentvariationen —7+O(1/R) da y € [1, R] (notera
att arg f(iR) = arg(R* + O(R®)) = arg(1+ O(1/R)) = 0+ O(1/R)). Saledes &r den
total argumentvariationen 27 — 27+ O(1/R); genom att lata R ga mot odndligheten
ser vi att f(z) inte har nagra rotter inuti v. Eftersom f har reella koefficienter ser
vi att f(z) saknar rotter da (z) < 0, och att av de resterande fyra rotterna maste
2 stycken ligga i forsta kvadranten, och tva i den fjirde kvadranten.

. (4p) Lat L = {z +iy : z,y € Z}, och lat P vara en meromorf funktion pa C som &r
holomorf bortsett fran poler for z € L, och vars Laurentserie vid origo ar pa formen

och med egenskapen att P(z + w) = P(z) for alla z € C och w € L (“P ar
dubbelperiodisk”.) Visa att det existerar a,b € C sa att

(P'(2))* =4P%(2) + aP(2) + b

géller for alla z € C

Lat B ={z:[S(2)| < 1/2,|R(2)| < 1/2}, och 1at Q(2) = (P'(2))*—4P(2)3 —aP(z).
Eftersom P &r dubbelperiodisk ar dven P’ dubbelperiodisk, och likasa Q.

Laurentserien for P'(z) ges av P'(2) = —2/2% + 2a,2 + 4ap2® + . . ., och vi ser att
4 8@1
(P'(2))* = o2t h(2)

med h &dr analytisk, att

AP(2)° = A(g + 22) + g(2)

med ¢ analytisk, och vi ser att

(P/(2)) — 4P(z)* = 00 _ 1201

22 22

+h(z) —9(2)

Saledes kan vi vilja a sa att 1/z? termen i Laurentserien for @ forsvinner; med detta
val ser vi att Laurentserien for (Q inte innehaller nagra negativa potenser av z, dvs @
har en hévbar singuléritet vid z = 0. Periodiciteten ger nu att alla singulériteter for
@ ar hdvbara, dvs () representeras av en hel funktion. Da @) &r hel &r den begransad
pa B, meddelst periodiciten ser vi att () dr begrinsad i hela C, och maste saledes
vara konstant, sig Q(z) = b.
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