Matematiska Institutionen, KTH
Tentamen SF1691, Komplex Analys, den 3 juni 2024 kl 08.00-13.00.
Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjélpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng krévs korrekta
och vél presenterade resonemang.

1. (4p) Bestam en Mobiusavbildning M som avbildar punkterna 1,23 pa punkterna

2.3,5.
Lat M, = i:g beteckna Mobiusavbildningen som avbildar (1,2,3) pa (0,1, 00), och
lat My = 23:; beteckna Mobiusavbildningen som avbildar (2,3,5) pa (0, 1,00). Om
w = 2%2% far vi z = T2 dvs My 1= 2 Den sokta avbildningen ges da av
1—2
Mo M, = 4+5=5 4z—12+45-5z z+7

=2 42  1-2+42:-6 55—z

2. (4p) Lat u(z,y) = e"siny.

(a) (1p) Visa att u dr harmonisk pa C.
(b) (3p) Finn en hel funktion f sa att Re(f) = w.

a: Rakning ger u, = u, u,, = u och att u, = e*cosy, u,, = —e”siny. Vi far da
att Uz, +uy, = 0, dvs w dr harmonisk (att u &r 2 ganger kontinuerligt deriverbar &r
uppenbart.)

b: Eftersom e* = e”(cosy + isiny) (med z = x + iy) ser vi direkt att —ie* =

e*(siny —icosy). Saledes kan vi ta f(z) = —ie®.
3. (4p) Beriikna integralen [~ 11‘; - med hjilp av residykalkyl.

Lat ¢ = e*™/8 = (1 4 )/+/2. Da ges r6tterna till 2 +1 = 0 av ¢ samt +i(; de
tva rotterna (, ¢ ligger i 6vre halvplanet. Givet R > 0, lat v, (R) beteckna strickan
fran —R till R, och lat y5(R) beteckna den orienterade halvcirkeln given av Re™,
t € [0, 7). Eftersom f(2) :=1/(1 + 2*) & meromorf i 6vre halvplanet, med poler av
ordning ett vid (,( far vi att

/ f+ / f =2mi(Res,—¢(f) + Res,—ic(f)).
~71(R) 72(R)

Mha L’Hopitals sats far vi Res,—¢(f) = 1/(4¢?) och Res,—ic(f) = 1/(4(i¢)?), och
hogerledet ges saledes av

(L iy _m Lki_m14i_x
43 4T 2 ¢ 2 (1+)/V2 V2
Eftersom |f(2)] = O(1/R*) for |z] = R och R > 100, far vi uppskattningen fw(R) f=
O(R/R*) = O(R™3) och séledes &r

/_R ! dx:[ﬂ(R)f:W/\/ﬁ—l—O(R?’)

R1+.T4
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och genom att lata R — oo far vi f - 1+z \/15

. (4p) Definiera “halvcirkel-kurvan” ~ : [0,7] — C dér v(t) = 2exp(it). Beridkna

integralen

dz

WZ

Med parametriseringen z = 2¢% far vi dz = 2ie'dt, och

/ dz / 2ie't
26zt

. (4p) Visa Liouvilles sats (dvs att en hel funktion som #r begridnsad maste vara

konstant.)

Se bevis i boken

. (4p) Lat f(z) = z — 1/2, och lat x > 10 vara ett reellt tal. Berdkna

24100 / / 2 t )
/ / <Z>xz dz =1 lim / f R 22t qt
2-ice J(2) T—o0 (2 +it)

dér 2* = exp(zlog x) och log x betecknar principalgrenen for logaritmen.

Lat v, (T") vara strickan mellan 2 — i7" och 2 + 4T, 72(7T") den horisontella strickan
mellan 2 + iT och —/T + iT, 45(T) den vertikala striicka mellan —v/7 + 7T och
—V/T — 4T, och 4,(T) den horisontella strickan mellan —v/T — iT och 2 — iT.
Eftersom f'(2)/f(z)x* & meromorf, med en pol av ordning ett vid z = 1/2, far vi

(for sag T > 100) att

O O O O
/y1(T) f(2) a +/yg(T) f(2) a Jr/73(1’) f(2) I +/74(T) f(2)

/
= 271 Res,— /o ];((ZZ)) 7).
Eftersom f'(z )/f( ) =1/(z —1/2) &r residyn lika med z'/2.
Viseratt [, Z) r*dz = O(x 2T1/2/T) = O(2®T~"/?), och likaledes ar [ o
O(z*T—1/?). V1 ser &ven att [ x dz = O(TzVT) = O(T2~VT).

Residysatsen ger nu att

/ / (Z)xz dz = 2miz'? + O(T27VT + 22T 1/?)
1(T) f(z)

och genom att lata T" — oo ser vi att

) L (2) o0 o
/2_ioo f(z)x dZ—Th_rgo[ﬂ(T) (Z)x dz = 2mi/x.

f(Z)

F@) gz dy =
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7. (4p) Finns det nagon funktion, analytisk for |z| < 1, sadan att f(1/2) = 1/3 samt

foom) = g forn=1,2,3,...7

Funktionen g(z) = z &r analytisk for [2| < 1, och vi ser att f(55) = g(547) for
n=1,2,.... Eftersom {515 },>1 har en hopningspunkt vid z = 0 ger entydighets-
principen att f(z) = g(z) for alla z inuti enhetsdisken. Saledes existerar ingen sadan

analytisk funktion.
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