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SF1691 Komplex analys
Losningsforslag till tentan den 16 augusti 2023

DEL I

1. Finn alla holomorfa funktioner f(z) = f(z + iy) sadana att Re f = cos .

Losning. Sadana f maste uppfylla Cauchy-Riemanns ekvationer Overallt i nan Oppen

méngd, sa om f = w + dv far vi att u, = 0 = —v,, dvs v = ¢(y), och vidare att
u, = —sinz = v, = /(y) for nan funktion c. Detta kan inte vara uppfyllt i ndgon 6ppen
mingd. Det finns alltsa inga saidana holomorfa funktioner. U

Svar: Finns inga.
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2¢ och radie 2) genomlopt ett varv i positiv led.

2. Berikna integralen / dz dér ~y dr cirkeln C[2i,2] (dvs cirkeln med medelpunkt i

Losning. Enligt residysatsen &r integralen lika med 272 multiplicerat med summan av re-
sidyerna innanfor kurvan. Enda residyn innanfor kurvan som ér skild frn noll &r i punkten
¢/3 som ir en enkel pol. Residyn dir #r 1 (beriiknas t ex med bokens prop 9.14) si
integralens vérde &r 27i. U

Svar: 271
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(—1)”+13—n,22”. Bestdm konvergensradien for potensserien och beridkna

[M]¢

3. Lat f(z) =

I
o

n

—~

M Z s .e . . o, .
integralen / —7) dz, dar ~y ar enhetscirkeln ett varv i positiv led.
z
ol

3n
radie 3. Dvs for den ursprungliga serien giller d |2%| < 3 dvs |z| < v/3. Konvergensra-

dien #r alltsd v/3. Integralen #r 27i multiplicerat med koefficienten framfor 2°. Eftersom
koefficienten framfor 2° #r 1 sa ir alltsd integralen lika med 277 .

o0 3
n . .
Losning. Sitt w = 22 och studera 2:(—1)’”rl —w" som med rotkriteriet har konvergens-
n=0

i

Svar: Konvergensradien ir v/3 och integralen ir lika med 27
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DEL II

4. Bevisa att holomorfa funktioner uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer.

Losning. Se liroboken

Svar:
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5. Formulera och bevisa Cauchys integralformel.

Losning. Se ldroboken

Svar:
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DEL III

6. Bestim antalet nollstéllen i hogra halvplanet, Re z > 0, till p(z) = A 42224241,

Losning. Vi anvidnder argumentprincipen. Lat v vara kurvan som bestar av imaginéra ax-
eln frén punkten iR till —i R for ndgot stort reellt tal R foljt av halvcirkelbigen z = Re™
for ¢ fran — /2 till /2. Vi studerar hur manga varv p() gér runt origo. Forst ser vi att
kurvan p(iw) ndr w gar fran R till — R inte géar runt origo, den borjar och slutar i langt till
hoger vid reella axeln utan att g runt origo. Sen ser vi att p(Re®) ~ Rie™! gir 2 varv
runt origo. Summa tva varv, sa antalet nollstéllen i hogra halvplanet ar 2. U

Svar: 2
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9
7. Lt f(2) = ——
z
(a) Vilken typ av singularitet har f i punkten ¢?
(b) Berikna residyn av f i punkten 4.
(c) Utveckla f i en Laurentserie runt ¢ som konvergerar da |z — i| > 2.
2 1 1
Lisning. Vi ser att f(z) = = z)éz 7 = = T1 sa singulariteten 4r en pol
av ordning 1 och residyn &r 1. Sen anvénder vi partialbraksuppdelning och summan av en
geometrisk serie mm och far:

1 1 1 1
f(z) = 2—i 24i  z—i (Z—Z)(l""%)
oS-y
= > (-1 e — )
da |z — 7,| > 2. -

Svar: a. En pol av ordning 1. b. Residynr 1. ¢. > >2 (—1)"*!(24)"(z — )"
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8. Lat f(z) = Z cr(z — 1) dir koefficienterna c;, ir komplexa tal och Laurentserien

k=—o00

konvergerar i ringomradet 1 < |z — 1| < 3. Beridkna integralen / 22f(2)dz didr v &r

N
cirkeln |z — 1| = 2 genomlopt ett varv i positiv led.

Losning. Eftersom konvergensen ar likformig far vi integrera term for term och far

AZQf(Z)dZZ/szi ez —1)*dz = i ck/vzz(z—l)kdz.

Y =—0c0 k=—00

For alla icke-negativa £ &r integralerna till hoger ovan noll pga Cauchys integralsats. For
negativa k kan vi anvinda Cauchys integralformel (inklusive varianten for derivator) och
fa att integralerna &r noll for alla £ mindre 4n —3, integralen for k = —1 dr 274, integralen
for k = —2 @r 4mi och integralen for £ = —3 &r 27¢. Sammantaget far vi darfor att

/fo(z) dz =2mi(c_q + 2c_9 + c_3).

o

Svar: 27mi(c_q + 2c_9 + c_3).




