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SF1691 Komplex analys
Losningsforslag till tentamen 2022-08-17

DEL I

1. Bestim alla hela funktioner f som uppfyller att Re f = z2.

Losning. Om f = u + iv #r hel och v = 22 s ger Cauchy-Riemanns ekvationer att

0 0
a—iszza—Z:v:%vy—i—C(a:)
och vidare 5 9
v u
—=2y+C'(r)=—=—=0
som inte kan vara uppfyllt i nagon 6ppen mingd. Det finns alltsa inga sadana funktioner

g

Svar: Det finns inga sadana funktioner.



SF1691 Komplex analys — Losningsforslag till tentamen 2022-08-17

2. Gar det att utveckla f(z) = 3 - 1 i en konvergent potensserie kring z = —1? Om det
Z JE—

gar, forklara varfor och finn de tre forsta nollskilda termerna i denna potensserie, samt
bestam konvergensradien. Om det inte gar, forklara varfor det inte gar.

Losning. Eftersom f dr komplext deriverbar (foljer av deriveringsreglerna) i en omgivning
av —1 sa gar det att utveckla f i en konvergent potensserie centrerad i —1. Konvergensra-
dien #r avstindet till nirmsta singularitet, som 4r ¢’"/3, s& konvergensradien #r 1. De forsta
termerna i serien fas genom derivering osv och eftersom f(—1) = 1/2, f’(—1) = 1/4 och
f"(=1) = —3/4 sé far vi att

N
—_

1 3
=_ 4= 1) — = 1%+ ...

=~

Svar: Ja, R = 1, serien borjar 1 + 3(z +1) — 2(z + 1)+ ...
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3. Lat f vara den gren av z'/? som r definierad i hela komplexa planet utom i origo och
ldngs negativa reella axeln och som uppfyller att f(—8i) = 2i. Bestdm f(125).
Ldsning. Vi anvinder definitionen av komplexa potenser och far

1/3

1 1
2% = exp(g log 2) = exp(g(ln |z| +iarg 2))

och didrmed )
(80)% = exp(5 (n8 + i(—g +n2m)))
dér vi ska vélja n = 1 for att resultatet ska bli 2¢. For var gren f giller alltsa att

1 5 53
f(125) = exp(5(In125 + i2m)) = —2 + sz

Svar: f(125) = -2+ Z%ﬁ
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DEL II

4. Forklara vad som menas med att f har en pol av ordning 2 i punkten z, och visa att residyn
i en sddan pol kan beriknas genom lim, ., £ (z — z) f(2).

Lésning. Om f dr holomorf i en punkterad omgivning av 2z, och vi kan skriva f(z) =
9(2)/(z — 2)?* for ndgon funktion g som ér holomorf och nollskild i en omgivning av 2,
sa sdgs f ha en pol av ordning 2 i 2 (kan ocksa definieras via t ex laurentserien).

Om f har en pol av ordning 2 i zy sa giller att vi kan Laurentserieutveckla

f(2) =ca(z —2) >+ c_1(2 — 20) " 4+ co + c1(z — 20) + hdgre potenser
och didrmed dr
(2 — 20)*f(2) = ca + c_1(z — 20) + co(z — 20)? + c1(z — 29)* + hogre potenser

och om vi deriverar detta term for term (vilket dr tillatet) far vi

d
d—(z — 20)2f(2) = c_1 + c2(z — 29) + 13(2 — %)* + hogre potenser
z
och om vi nu tar gransvirdet av detta nir z gar mot z, forsvinner alla termer som innehaller
2z — zop och vi far

lim i(z —20)2f(2) = c_1 =res, (f(2)).

z—z0 A2

Svar: Se 1osningen
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L . . 1 sinz +1icosz
5. Beridkna, bl a genom att hénvisa till limpliga satser, integralen ~— | —————dz
2mi )y 2+ 21z — 1
for varje enkel sluten slét positivt orienterad kurva v som inte passerar igenom punkten
—i. Svar ska forenklas sa langt som mojligt och far inte innehalla namn pa trigonometriska

funktioner.

Lésning. Eftersom 22 + 2iz — 1 = (z + 4)? far vi att integralen 4r 0 om —¢ inte ligger
innanfor . Detta pa grund av Cauchys integralsats eftersom integranden da &r holomorf
pa och innanfor kurvan. Om dédremot —: ligger innanfor v sa kan vi anvidnda Cauchys
integralformel for derivatan. Vi far att

1 /sinz—{—icosz d( ns i ) (=) in(—i) 1
— [ ————dz= —(sinz +icos z)|,—_; = cos(—i) —sin(—1i) = —
2mi ), 224+ 21z —1 dz e

Svar: 1/e
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DEL III

1
(a) Utveckla f i en Laurentserie som dr konvergent i en punkterad omgivning av z = 1.
(b) Bestim konvergensomradet for denna Laurentserie.
(c) Avgor vilken typ av singularitet f har i punkten z = 1.
(d) Berdknaresidynav fiz = 1.

6. Betrakta funktionen f som ges av f(z) =

(e) Ber#kna integralen 57 f(z),dz dér ~ &r cirkeln med radie 1/20 och centrum i
i

z = 1, genomlOpt ett varv 1 positiv led.

1 1 1
Losning. Vi har att = - — och vidare att
23 =22  z—1 22
1 d1 d 1 d — >
- - - - _1n _171: _1n+1 _1n—1
22 dz z dz1+2—-1 dz;( )'(z ) ;( )" nle )
och darfor ar den sokta Laurentserien
flz) =) (=) n(z - 1)"
n=1

Konvergensomradet dr 0 < |z — 1| < 1 eftersom nidrmsta annan singularitet 4r i punkten
z = 0. Vi ser pa Laurentserien att f har en pol av ordning 1 i punkten z = 1 och residyn
dr koefficienten framfor (z — 1)~! dvs 1, vilket ocksa integralen ir.

U

Svar:a. > 2 (—1)""n(z—1)"2
b.O<|z—1<1
c. Pol av ordning 1
d. 1
e.l



SF1691 Komplex analys — Losningsforslag till tentamen 2022-08-17 7

2m
7. Berikna med hjélp av residykalkyl den reella integralen / e cos(sin t) dt.
0

Lésning. Integranden ir realdelen av ¢ s med z = e’ och dz = iefldt far vi att
2
exp(z
/ e“'cos(sint) dt = Re / ﬁ dz
0 . iz

dir ~ dr enhetscirkeln i komplexa planet tagen ett varv i positiv led. Den sista integralen
raknar vi ut med residysatsen. Vi far

/ exp(z) dz = 2mires ,—g (QXP(Z)) =27
.

(74 12

och realdelen av detta dr 27 som dr svaret.

Svar: 27
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8. Bevisa Cauchys integralformel.

Losning. Se boken

Svar:




