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DEL I

1. Finn alla komplexa tal z som loser ekvationen 2> = —64. Svar ska ges pa den rektangulira
formen a + 7b.

Losning. Vi anvinder polir form, z = re’ och —64 = 64e*(™t"2™) och far att
Z3 _ —64 S 7°3€i3t — 64€i(ﬂ+n27r)

vilket ger att r = 4 och t = /3 + n2m /3, dir n &r ett godtyckligt heltal. Pa rektangulir
form ger detta 10sningarna

20 =2+1i2V3
21:—4

Svar: Losningarna dr —4 och 2 + i2v/3
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2. Lat f vara den gren av den komplexa logaritmen log z, definierad i hela komplexa planet
utom i origo och ldngs negativa reella axeln, som uppfyller att f(—i) = ¢37/2. Bestim

f(e) och f(e).

Losning. Vi har att logz = In|z| + i arg z dédr argumentet, for att log(—i) = i37/2,
maste viljas sd att argumentet lings negativa imaginéra axeln dr 37 /2. Det betyder att
argumentet langs positva reella axeln ar 27. Darfor far vi

f(e) =Inle| +iarge =1+ 2mi.
Vi deriverar och far f'(z) = 1/z sa

f'(e) =1/e.

Svar: f(e) = 1+ 2mioch f'(e) =1/e
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o0 en
3. Bestdm konvergensradien for potensserien f(z) = E 3—n,22” och berdkna integralen
n=0

z .
/ L?) dz dir v ar enhetscirkeln ett varv moturs.
z
0l

Lisning. Med kvot- eller rottestet far vi konvergensradien till \/3/e och med integral-
formlerna for koefficienterna i en potensserie far vi att integralens virde ar 277 multipli-

cerat med koefficienten framfor z2, dvs integralens virde ir 27ie /3
O

Svar: Konvergensradien &r 1/3/e och integralens virde dr 2mie/3
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DEL II

4. Visa att holomorfa funktioner uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer.

Losning. Se boken!

Svar: Se boken
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e o . cosz —isinz
5. Berikna, bl a genom att hinvisa till limpliga satser, integralen / = / 7o, 1 dz
2% =21z —
.
for varje enkel sluten slét kurva v som inte passerar igenom punkten 7. Svar ska forenklas
sa langt som mojligt och far inte innehalla namn pa trigonometriska funktioner.

Lésning. Ndmnaren i integranden kan skrivas (z — 7)2, sd vi ser direkt med hjilp av

Cauchys integralformel att integralens vérde 4r 0 om punkten ¢ ligger utanfor kurvan ~.
Integranden dr ju da holomorf pa och innanf6ér kurvan. Om 1 istillet ligger innanfor kur-
van far vi anvdnda Cauchys integralformel for derivatan av en holomorf funktion (eller
residysatsen). Vi far, om kurvan r i positiv led,

I:/w&*:%ﬁ(—sini—icosi) = 2e.
S (2—1)

Om kurvan ér negativt orienterad blir det ett minustecken framfor.
0

Svar: Om : ligger utanfor kurvan dr / = 0. Om ¢ ligger innanfor kurvan dr / = 2me om
kurvan ér positivt orienterad och I = —2me om kurvan dr negativt orienterad.
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DEL III

1
28+ 22
(a) Utveckla f i en Laurentserie som dr konvergent i en punkterad omgivning av origo.
(b) Bestam konvergensomradet for denna Laurentserie.
(c) Avgor vilken typ av singularitet f har i origo.
(d) Berikna residyn av f i origo.

6. Betrakta funktionen f som ges av f(z) =

1
(e) Berikna integralen Py / f(2),dz dér ~ &r cirkeln med radie 1/20 och centrum i
Uyl
origo, genomlopt ett varv 1 positiv led.
Losning. Med hjélp av geometrisk serie har vi att
1 11 .

=g = 5 s = e

T8+ 22 142

n=0
som &r den sokta Laurentserien. Vi ser med hjilp av serien att f har en pol av ordning 2
i origo. Konvergensomradet dr 0 < |z| < 1 eftersom ndrmsta singularitet utom origo &r
—1. Vi ser ocksa med hjdlp av serien att residyn av f i origo dr —1, eftersom residyn &r
koefficienten framfor 1/z i Laurentserien. Den givna integralen ger ocksa residyn av f i
origo sa integralens virde dr —1.
0J

Svar: Se 16sningen.
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2m 2
t
7. Berdkna med hjilp av residykalkyl den reella integralen / % dt.
0 — sin

Losning. Vi siitter e = 2 med ie*dt = dz dvs dt = dz/iz och far

27 2 4 2
t 1 2 1
/ COS. dt:—/ z + z2° + "
0 2—sint 2 ), 22(4iz — 2%+ 1)

dir ~ ar enhetscirkeln ett varv i positiv led. Enligt residysatsen &r den sista integralen
nu lika med 277 multiplicerat med summan av residyerna innanfor kurvan. Det finns tva
singulariteter innanfor kurvan, en dubbelpol i origo och en enkel pol i i(2 — \/5) Med de
vanliga reglerna for berékning av residyer (och hart arbete) fas residyn i origo till —4¢ och
residynii(2 — \/§) fas till 124/3. Sammantaget far vi att

2T 2
t 1
/ SLEL . S2mi(—4i +i2V/3) = 2m(2 — V/3)
0

2 —sint

Svar: 27(2 — V/3)
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8. Bestim alla hela funktioner f som for alla z uppfyller att | f(2)| < In(1 + zZ).

Losning. Lat z vara en godtycklig punkt i C och lat f uppfylla villkoren i uppgiften. Da
giller for varje postivt tal R enligt Cauchys integralformel for derivatan av en holomorf
funktion och ML-olikheten att

- 2T R2 R R

nir R — oo. Sa f'(z) = 0 for alla z € C. Det foljer att f &dr konstant. Eftersom | f(0)| <
Inl=0séaér f(0) = 0 och det foljer att f(z) = 0 forallaz € C

o] 1 f(w) maxyect,r) | ()] In(1+Jw?) _ In(1+ (|z]+ R)?)
|f(2)] = %/()[ZR]mdw < 2R < <

0

— 0



