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DEL I

1. Bestdm den storsta 6ppna mingd i C déar
f(z) = f(z +iy) = e’(cosx — isinx)
ar holomorf.

Losning. Man ser direkt att f(z) = exp(—iz) som dr komplext deriverbar i hela C (foljer
av deriveringsreglerna) och dirfor dr f holomorf i hela komplexa planet. Alternativt kan
man visa att f dr holomorf i hela C genom Cauchy-Riemanns ekvationer tillsammans med
det faktum att f ir C.

0

Svar: Hela komplex planet
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2. Gér det att utveckla f(z) = — 1 i en konvergent potensserie kring z = 1? Om det gar,
z

forklara varfor och finn de tre forsta nollskilda termerna i denna potensserie, samt bestdm
konvergensradien. Om det inte gar, forklara varfor det inte gar.

Losning. Eftersom f dr komplext deriverbar (foljer av deriveringsreglerna) i en omgivning
av 1 sa gar det att utveckla f i en konvergent potensserie centrerad i 1. Konvergensradien dr

avstandet till ndrmsta singularitet, som dr 1/ V241 / \/5, sa konvergensradien dr /2 — V2.
De forsta termerna i serien fas genom derivering osv och de ar

%—(z—1)+%(2—1)2+...

Svar: Se 16sningen
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3. Bestidm alla viirden som 7~ kan anta.
Léosning. Vi anvinder definitionen av komplexa potenser och far
i~ = exp(—i(In|i| +iargi)) = exp(g + n2m)
for godtyckligt heltal n.

Svar: Se 10sningen
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DEL II

4. Berikna, genom att bl a hdnvisa till lampliga satser, integralen

/’yzgp—_(?)zdz

om + &r cirkeln |z — 3| = 1 genomlopt ett varv i positiv led. Formulera ocksa de satser du
hinvisar till.

Losning. Integranden har endast en singularitet, z = 7, innanfér kurvan och vi far med
residtysatsen att integralens virde &r

exp(z)  2i(m—1)e”
2(z —m)?2 T

For formulering av residysatsen med alla forutséttningar, se boken!

2miRes,— .

Svar: Se 16sningen
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5. Bevisa Liouvilles sats.
Losning. Se boken

Svar:
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DEL III

6. Berdkna med residykalkyl den reella integralen

/ > cosx g

———dx
o (¢2+9)
och forklara ordentligt alla steg 1 I6sningen.

Losning. Kalla integralen for /. Eftersom integranden dr jamn och den generaliserade
integralen konvergent sa har vi att

1 [ 1 [ ' 1 R j
f__/ ST Re_/ oxplit) g el g [0 0P G

2 ) (22 +9)? 2 ) (22 +9)? 2 Roo J_p (2% +9)?

Eftersom vidare, enligt ML-olikheten,
exp(iz) konst

——dz| < — 0
/CR (22 + 9)2 Z’ = Rs
niar R — oo om C'y ér en halvcirkel i 6vre halvplanet med start i R och sluti —R, sa far
Vi att

1= lim Re%/ %dz - Re%-Qm’Res ((ZP—JEZ;))?’&)
TR
om ~g dr den enkla slutna kurva som bestar i att man forst genomloper det slutna inter-
vallet fran — R till R pa reella axeln och sedan halvcirkeln C'z som beskrivits ovan. Vi har
ocksa da anvint att den enda singulariteten till integranden innanfor kurvan dr en dubbel-
pol i punkten 3¢, som vi litt ser. Vi beriiknar den sokta residyn till e=3/27i och ddrmed fér
V1 att

Svar: me =3 /27
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7. Latp(z) = 2% — 422 + 2 — exp(—2).
Hur ménga nollstéllen har p pa imaginéra axeln, Re z = 0 ?
Hur manga nollstéllen har p i hogra halvplanet, Re z > 0 ?

Losning. Paimaginira axeln ir 2 = iy for reellt y och p(iy) = y* +4y*+2+cosy+isiny
vilket till beloppet ir storre &@n eller lika med 1 sa p har inga nollstéllen pa imaginira azeln.
For att bestimma antalet nollstillen i hogra halvplanet studerar vi bilden av en halvcir-
kelkurva och ser hur manga varv den gar runt origo och anvidnder argumentprincipen/
Nyquists metod. Vi observerar att pa imaginidra axeln och i hogra halvplanet dr absol-
utbeloppet av exp(—z) hogst 1. P4 imaginidra axeln dr readelen av p storre &n noll och
lim, 1. p(iy) = oco. Sa om y hdr gar fran oédndligheten till minus odndligheten borjar
och slutar bildkurvan i plus odndligheten pa reella axeln och gar inget varv runt origo. Nu
studerar vi p ldngs halvcirkelbagen runt origo med radie R for ett mycket stort positivt
reellt tal R med start i —Ri och slut i Ri. Hér ser vi att p(Re) ~ R*e" nir ¢ gar fran
—m /2 till /2. 1 den processen borjar bildkurvan pé positiva reella axeln gér tva varv runt
origo och slutar pa positiva reella axeln. Det finns alltsa tva nollstéllen i hogra halvplanet.

0J

Svar: Inga nollstillen pa imaginira axeln och tva nollstéllen i hogra halvplanet.
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8. Bestidm alla funktioner f : C — C som for alla z, w € C uppfyller att
[f(2) = fw)] < |2 —w]”.
Losning. Lat w vara en godtycklig punkt i C och 14t f uppfylla villkoret i uppgiften. Da

giller att
£ (w)] = |1im LE =L@y
zZ—w Zz — W Z—w ‘Z—w]
sa f har en derivata som &r noll i alla punkter i komplexa planet. Det foljer att f dr konstant.
i

[z —wl* _
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