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SF1691 Komplex analys
Losningsforslag till tentan den 7 juni 2021

DEL I

2

1. Lat f(z) = Z (an)'z”_l. Bestdm den storsta dppna méngd dir f #r holomorf och

n=1
berikna sedan ocksa integralen / Li) dz dér ~y #r cirkeln runt origo med radie 1/3,
z
g
genomlopt ett varv 1 positiv led.

Losning. Med kvotkriteriet fas konvergensradien till

) 1
=l preemy =
(n+1)2/(2(n+1))!
sa f dr holomorf i hela komplexa planet. Integralen blir 27icy, dér ¢ &r koefficienten
framfor 22 i serien, dvs integralens virde blir 77 /40. U

Svar: C och 7i/40
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2. Bestim, om mdjligt, en hel funktion f(z) = f(x + 4y) vars imaginirdel dr y> — 322y + 1.
Losning. Man ser direkt (eller med hjilp av Cauchy-Riemanns ekvationer) att f(z) =
—28 4+ i = —2% + 3wy® + i(y® — 322y + 1) dr en sddan funktion. O

Svar:
Tex f(z) = —2° +i = —2® + 3zy® + i(y®> — 32%y + 1) (men man kan ldgga till en
reell konstant ocksa om man vill)
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3. Bestdm en Mobiusavbildning som avbildar det inre av enhetscirkeln (|z| < 1) pa hogra
halvplanet (Re w > 0).

1
Liosning. Vikantatex f(z) = ] R

o som tar 1 till odndlighetspunkten, —1 till O och ¢
till 4, vilket betyer att enhetscirkeln avbildas pa imaginira axeln, samt tar O till 1, vilket
betyder att det inre av enhetscirkeln gar till hoger om imagindra axeln. Men det finns
manga andra sadana avbildningar.
g
142

Svar: Tex f(z) = -
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DEL II

4. Berikna, genom att bl a hdnvisa till lampliga satser, integralen

/ exp(z)
4 2(z —2)?
om ~y &r cirkeln |z — 1| = 3 genomlopt ett varv i positiv led.

Losning. Integranden dr holomorf utom i z = 0 och z = 2. Bada dessa punkter ligger
innanfor kurvan. Med hjilp av residysatsen (alt kan Cauchys integralformel (for funktio-
nen och derivatan) anvéndas) fas att integralens vérde blir 2707 multiplicerat med summan
av residyerna av integranden i de bada punkterna. I 0 4r residyn 1/4 och i 2 dr residyn
(dubbelpol) €2 /4. Sa integralens virde blir 7i(1 + €2)/2.

U
Svar: 7i(1+ e?)/2.
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5. Bevisa Liouvilles sats.

Losning. Se bokens kapitel 5.3

Svar:
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DEL III

6. Bestim antalet 16sningar till ekvationen z* — 2% + 2 = 1/5 i omrddet 1/2 < |2| < 2.

Losning. Sitt p(z) = z* — 23 + 2z — 1/5. Vi soker antalet nollstillen till p i omrédet

1/2 < |z] < 2. Vi anvdnder Rouches sats tva ganger.

Forst pa cirkeln |z| = 2. Lét f(z) = 2% och g(2) = —23+2—1/5. Daérp(z) = f(2)+
g(2). Eftersom | f(2)| = 32d& |z| = 2 och |g(2)| < 2 +2+1/5 < 32 (triangelolikheten)
sa har f + ¢ enligt Rouches sats lika manga nollstillen som f, dvs fyra, i omradet |z| < 2.

Sedan pé cirkeln |z| = 1/2. Hir later vi istéllet f(z) = z och g(z) = 2*—23—1/5. D4 ér
p(z) = f(2)+g(2). Eftersom |f(2)| = 1/2dd |z| = 1/20ch |g(z)| < 1/16+1/8+1/5 <
1/2 (triangelolikheten) sa har f + g enligt Rouches sats lika manga nollstéllen som f, dvs
ett, i omradet |z| < 1/2.

Sammantaget har alltsa p exakt tre nollstillen i omradet 1/2 < |z| < 2.

Svar: Tre
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7. Berdkna med residykalkyl den reella integralen
/ o sinx dx
Coo (22422 +2)2

Forklara ordentligt alla steg i 10sningen.

Losning. Kalla integralen I. Beloppet av integranden dr mindre dn 10/(1 + x?) pé hela z-
axeln och 10/(1+2?) har en konvergent integral dver z-axeln, s vér integral &r konvergent
och

/ & sin z dx ) / R sin z dz R e dx

=1 = Im i -
oo (2 4+ 22+ 2)2 oo _g (22 422 4+ 2)? s _p (224224 2)?

Ta ett stort positivt tal R. Lat C'p vara halvcirkeln med radie R och start i (R, 0) och slut i
(—R,0). Med hjidlp ML-olikheten ses att
: exp(iz) dz
lim —_— =
R—oo Jo, (22 + 22+ 2)2

Om vi later g vara kurvan som bestar av intervallet fran — R till R pa x-axeln foljt av C'r
sa giller alltsa enligt ovan och enligt residysatsen att

exp(iz)
(224224 2)%
Dir har vi ocksa anvint att integranden har tva singulariteter: dubbelpoler i —1 =4 ¢ dir

endast —1 + ¢ ligger innanfor kurvan. Vi beridknar residyn med hjdlp av formeln for residy
i dubbelpol till e717¢/2i och dirmed blir integralens virde —me ™! sin 1.

[—Im lim [ SPU2)d

_ PR m 9 L
R—oo | (22 4 22 + 2)? m 2miRes =1

g

Svar: —me 'sin 1.
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8. Berikna / f(2) dz om f dr en hel funktion och ~ #r enhetscirkeln ett varv i positiv led.
Y

(Svaret far innehalla funktionsvirden och derivator av f).

Losning. Vi anvinder definitionen av den komplexa kurvintegralen och parametriserar
enhetscirkeln genom (t) = ¢* for ¢ mellan 0 och 27 och anviéinder att e~ = 1/e™. Vi far

o 0 z
/f(Z) dz = fle™yie dt = — f(e®)ie ™ ds = , f(e®)ie ™ ds = /% = 2mif'(0).

0 0
I sista steget har vi anvidnt Cauchys integralformel for derivatan.

—2m

U
Svar: 27if’(0)




