OVNINGAR
I
KOMPLEX ANALYS

3. Visa att 1z, t zzfz + tzl - 2212 =.é]zllz + Zfzzlz

Tolks. geometrigkt.

12, Visg olikheten

ip, g
’e 1 e 2, f‘lml - @2[

T. Bevisa 1likheten

| n
! + + ...+ g
B.OZ alz n

- n = ,
az + g _gz + ... + g
n n-1

=1 fér |a] = 1.

(*9 27. Realdelen till en analytisk funktion #r summan &V en funktion,
som beror enbart av x och en funktion, som beror enbvart av Y.
Visa att den analytiska funktionen &r av formen az? + pz + c,

dir a &r en reell konstant och b och ¢ &r konstanter,

realdel om u = Re r(z)?.

31. Fér vilka reells funktioner f av en reell variabel ir

x3 + x £(y) realdeler av en analytisk funktiopn?

resp rent imaginiirg vérden?

(%) 5T Visa att sin Och cos z enbart kan hg reella nollst#llen,

. —— -




88. Berdkna t ex med anvéindande av en primitiv funktion

integralen

i
dz

, d&r integrationsvigen &r:

1~z 2
2 Z

a) den rita linje som fdrbinder z = 2 med z = i

b) sammansatt av halveirkeln |z-1| = 1, Im z < 0 och
imaginéra axeln;

)

89. Beridkna ]iog(z+1)dz dér L &r en halvcirkelbige i &vre
Z .

halvplanet ‘med radien 1 och medelpunkten i z = -1, Bigen

genomldps frén z = 0 till z = -2, Med log avses principal-
grenen.
, @
91. Berdkna integralen f 2L X
iZ 1] x

e P . . .
Zz over den i fig angivna konturen och sedan 14ts R + =

dx genom att integrers funktionen

och £ + Q.

v P sin x)? .
92. Berédkna f X dx genom att integrera funktionen
0

1__eelz

” Sver den i fig engivna konturen och sedan lata
2 .

R+ ® och e + 0, Aven fig 1 uppg 91 kan anvindas,

v ‘ < 2.2
(*9 93. Berékna integralen f.e ax cos 2bx dx genom att integrera
-2 ' - '
@ = léngs en rektangel med hérnpunkterna i *R, #R + i-%

och sedan l8ta R + o,

o

PP -

I e s -t

IR 3
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94, Bevisa att om £(z) & en hel funktion (dvs en funktion
n
analytisk i hela komplexa talplanet) och om ]f(z)[< M(1 + ,Zl )

fér ndgon konstant M och f&r alla z s géller att f(z)

&r ett polynom av higst graden n.

96

Kan realdelen till ep hel funktion vara begrénsad utan att
imagindrdelen &r det?

99. S0k de singuldra bunkterna till f£31jande funktioner oeh
dédrmed konvergensradierna hos Taylorutvecklingarna av

dessa efter potenser av z-a. Giv #dven serieutvecklingarna,
1

a) sy a =90
22 +27+3
1
(%) ) ja=2
1+22
|
) —2 . 429
1+z2
Z g

d).—logz+ ;—dZ;a:O
1 -

< elzi Fér z #+ 0.

(%) 104, Bevisa olikhétenISlz z

105. Utveckla efter potenser av z fdljande funktioner, medtag
de tre fdrsta termerns och sngiv konvergensradierna:

a) (sin z)3 b) 08 2

Z
sin z

c) d) tan z

e) z cot z

106. Finns det niagon funktion, analytisk f&r lz] < 1, sddan att

dy o 1 T v _ 1 .
f(g) 3> r( ) = nt] Ormno=1, 2,3, .. .9

108, Antag att r(z) zp analytisk £ér |z| < 1 oen att
r(o) = o, !f(z)l M for |z] < g, Visa ats

[£(z)] s Mz far']z{. < 1. Nér £4s likhet?




20.

Residuer . berdkning av bestémda integraler.

111. Berékna féljande residuer:

.'(}0 a) res (e"zz-n—T)

2=0

om f(z)

ag + ajlz-a) + ..., 85 * 0,

i}

g(z) = ba(z-a)? + by(z-a)® + ..., b, ¥ 0

¢) res >

z=1 z-1

a) res (e%-e)~3
2=z1 ,

e) res 1 -
z=-1  (z2-1)sin(z+1)

1+sin z

f) res T—eos 2

-8 0]

g) Bestdm alla residuer till
sindz
h) Bestém alla residuer till !
z2sin =

z+2.2

. e
i) res
2=0 gindz

112. Berdkna f£dljande integraler. Integrationsvégarna tas i
positiv led.
dz
|z]|=2 22+2z-2i+1

(%) a)

az
b)
|z|£1 Lz2+1

| dz
T s S

o [z[=1A e”~1

.GK) d) [ cot z dz
|z]=1




s

[

113,

(%)

sin 2z
e) e D

}zl=2 T+z+z2 +23

1
;3 =
f Z_ % az

£) ol = %77

Berdkna integralerna
o

a) dx

o (24+1)2 (_xz +h)

o

14x5

(=)

dx”
e) [ ———
~o (1+x° )3

Cé) f EAxt3 ax

- OO ‘] +X2 +XL!'

)
ICOSX
[oe]

%2 +x+1

COsS X
b) f 2402 o
o Xt

ax

x® «
{ X sin ax
0 14x? <

d) f £OS 8X  4x , a reell
-

1+xq

e) f cos.2x

ax

:f') cOs8s X ‘ dX
.,.c{ (x2+1) (x> +h)?

dx och
0 x24xt1

- e

PR

Sos

o~y

o




109. Antag att f(z) &r enenentydig konform avbildning av
enhetscirkelnA1z| < 1 p& sig sjélv sé& att medelpunkten

ej flyttas.(dvs s& att £(0) = 0).
Visa att f(z) = kz dér k &r en konstant med ]k[ =1,

241w 2

115. dz, integrationsvigen rédtlinjig.

2-iw 1-z2

116. Bestém det positivae heltal n, som ger stdrsta absoluta vérdet &t

i “dn L B e
o -;-, nar C &r enhetscirkeln genomldpt i positiv
C z

led.

;f(éOJ Berikna | d; a8 c &r ellipsen |z| + |z-3] = 4, orienteraa
R ¢ sin‘z
i positiv led.

122. I motsats till vad Linus ibland fdrestaller sig &r

Cos 2z

lim f dz # 0

Ree C 4 1+22

i
(CR = halveirkelbdge i Svre halvplanet med centrum i
z = 0 och radie = R).

Vilket &r det rdtta grénsvirdet?

‘Znsinze
131, Berékna | —————— 30
: 0 2+co3 O

‘

142, Hur minge nollstéllen har z3 + Sz + 1 £5r Re z > 17

(%) b, Hur miiga rBtter har ekvationen
z5 % 10z = 1 =0 f6r 1 < |z] <2 17
154, Undersdk vilka hela funktioner f(z) som statisfierar olikheten
for alla z.

En funktion kallas hel om den &r definierad och analytisk

f6r alla komplexa tal.




159. Berikna de generaliserade integralerna

@ [ae)
[ cos x2 dx och [ sin x2 ax
0 0

ct+ice
dz

162.  Berdkna [ = d8 0 < ¢ < 1 och integrationsviagen
olie SN TZ

dr en rit linje.

168. Visa att om f(z) &r analytisk for Re z » 0 och

(1) f(%) = (1 +-1E)n £5r n = 1,2,3 ... s& giller

I

(2) £(n) = (1 + n)”n FET N = 1,253, e

Visa att (2) inte nddvéndigtvis medfdr (1).

/

= 1

169. Fér O < a < 1 kan man berdkna ¥ ——__ genom att studera
—C0 (n + 3.)2
J 1 dot{nz) nAr R + «. Med CR betecknas en kvadrat med
z + a ‘
cp

medelpunkt i origo och sicorna parallella med reella resp
imagl nara axlarna och kantldngden 2R + 1, R = 1,2,35 ou-

Ange seriens sumna.

182.  Bestdm konvergensradien R for var och en av foljande serier:

i n._n - 2n
a) ¢ Fh_z b) = A
5 nlInn 5 - VGT
w w 2
c) s A . d) s {1+ D i
0 n
e) Tnlz ) S zn
1 0 n
ddr {rnl ir de rationella talen mellan 0 och 1 i godtyckligt ordnad
foljd.
191. Antag att man vill berdkna
. ’ /\ o
{ dx
0 (x + 3)2
Detv1igger nara ti11 hands att inte-
4 N In z o
grera ———>=—dz léngs
Ry -3 M 4 J (z +3)°

fo1jande kontur: (se bilden).
Vad far man ut av det?




192. Antag att man fir den Tjusa idén att i stillet bilda integralen

2
fAnz2)” 2)2 dz .
(z +3)
uppgift?

Lyckas man d& bittre med integralen i Toregdende

193. Var och en av foljande funktioner har en singularitet i z = g,
Vad for slags singularitet?

1
- 2
a)  f(z) = CO; z " b) f(z) = &% c) f(z) = ZZZ f ‘})
R v I RO R U sinz
e -

196. Bestdm antalet rotter i1l ekvationen 24 - 23 + 1322 - Z+3 =)

i varje kvadraT av det komplexa planet. : __[.h 7L~

. /bdk




