Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer I, den 22 oktober 2018 kl 08.00-

13.00.

Examinator: Par Kurlberg

OBS

Inga hjalpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.
For full poéng kravs korrekta och vél presenterade resonemang.
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1. (4p) Paraihop de linjéra systemen med motsvarande riktningsfélt. Anm.: det récker
att rdkna ut egenvirdena.
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1C, 2B, 3D, 4A.

2. Los begynnelsevardesproblemet
y'+y=20(t-3), y(0)=0, y(0)=0

med Laplacetransformsmetoden.

Laplacetransform ger
s*Y(s) + Y(s) = 2e7°*

och vi far
Y(s) =2e/(s* + 1)
Da £71(1/(s* + 1)) = sin(t) ger translationsregeln att

0, 0<t<3
2sin(t —3), t>3

y(t) = 2sin(t — 3)ug(t) = {

3. (4p) Los begynnelsevérdesproblemet

2y +y=uzy, y(l)=2

samt ange existensintervallet for 16sningen.

Omskrivning ger ekvationen (for z > 0)

, 11
y+{—3—=)y=0
X X

Den integrerande faktorn blir da e='/*="* = ¢=1/% /g och

(ye /7 /a) =0

1/x

ger y = C'ze'/* for nagon konstant C'. Inséttning av y(1) = 2 ger C' = 2/e.

Svar: y = 2e~'ze!/*: 1sningen existerar for z > 0.

4. Flervalsfragor:

e (2p) Intervallet, dir 16sningen till begynnelsevirdesproblemet

1
(Int)y' + rer Uil y(2) =0

existerar och ar unik, &ar

(a) (1,3),

(b) (3, +00),
() (0,3),
(d) (—o0,3).



e (2p) Betrakta begynnelsevirdesproblemet

% =y’ —y, y(0)=1/2
Finn, utan att explicit 16sa ekvationen, lim;_, . y(¢).
(a) +oo,
(b) 1,
(c) 0,
(d) -1

Svar: (a) samt (c).

5. (4p)

(a) Visa att differentialekvationen
dty" +2y +y=0, t>0
har den allménna l6sningen
Yy = ClCOS\/%—’—CQSin\/E, t>0
(b) Visa att y =t — 1 loser ekvationen
Aty + 2y +y=t+1
och ange 16sningen till begynnelsevéardesproblemet

"+ 20 +y=t+1, ,y(@) =7 ¢ (7 =0.

(a) Eftersom ekvationen &r linjir, och av andra ordningen, ricker det att verifiera
y1 = cos(v/t) samt y, = sin(v/1) &r 16sningar. (Att de &r oberoende foljer litt
av att Wronskianen &r proportionell mot 1/v/%.)

Med y = y; far vi ¢ = —sin(v/t)/(2v/t) och

sin(v/t) —1/2

2 t3/2 )

y" = —cos(Vt)/(4t) —

som ger att

Aty" 2y +y = 4t (— COS(\/%)/(‘H) — sin(v'?) _1/2) -2 sin(\/%)/(2\/¥)+cos(\/?_f)

2 t3/2

= — cos(\/E) + SH;E/\Z/Z) — SH;E/\Q/E) + COS(\/E) =0

En liknande rékning visar att d&ven gy, &r en losning.




(b) Om vi later y =y, =t — 1 ser vi att ¥’ = 1,y” = 0 och saledes &r
4ty + 2y +y=0+2+t—-1=t+1

och y, ar en 16sning till det inhomogena systemet.

Den allménna l6sninger ar pa formen
y = c1cos(Vt) + cosin(vt) +t — 1
Inséttning i y(7?) = 72 ger
C1COST + cosinm + 72 — 1 = 72
och vi ser att ¢; = —1. Det andra begynnelseviirdet, dvs y/(7?) = 0 ger

—sinm  cycoST Co
1=0——+1=0
“ 21 + 2w + 27r+

som ger att co = 2.

Svar: 16sningen ges av

y = —cos(Vt) + 2rsin(vt) +t — 1

6. (4p) Los vagekvationen

0%u 0%u
—=T7T— O<zxz<l, t>0
oz~ oz Teh b=

med randvillkor
u’x:O =0, U’|:U=1 =0,

samt

0
u(z,0) = sin(2rz) — sin(4rzx), - 0, 0<z<l.
ot |,_o

Vi ansétter u(z,t) = X (x)T(t) och far

T')(TT) = X" /X = —\.

Fall A < 0: Med A = —a? far vi

X" —a’X =0
som har den allménna losningen X = c¢1e® + ce”**. Randvillkoren u(0,t) =
u(1,t) =0 ger ¢c; = co =0 (eller T'(t) = 0 for alla t) — bara trivial 16sning.
Fall A = 0: vi far X” = 0, dvs X = ax + b. Randvillkoren ger igen a = b = 0, och
bara trivial 16sning erhalles.

Fall A > 0: med \ = o? far vi
X"+a’X =0



och den allménna l6sningen ges av X = ¢; sin(ax) + ¢z cos(ax). Om 7' inte &r noll
for alla ¢, sa ger u(0,t) = 0 att co = 0. Dérav foljer att o = 7n for nagot heltal
n > 0.

Om A = a? = m2n? ger T" + 7A\T = 0 att T(t) = ¢y sin(v/7rnt) + ¢y cos(v/Trnt);
randvillkoret Ou/0t(x,0) =0 for 0 < x < 1 ger att ¢; = 0.

Séledes: givet heltal n > 0 s& &r u,(x,t) = ¢ sin(7nr) cos(v/7rnt) en 16sning till
alla ekvationer forutom det nést sista randvillkoret u(z,0) = sin27mx — sin4dnz.
Fourierutveckling av hogerledet ger omedelbart att en 16sning ges av

u(x,t) = sin(2rx) cos(V7r2t) — sin(4nz) cos(VTrAt).

7. (4p) Lat den 2-periodiska funktionen f ges av

r+1, —-1<zxz<0,
flz) =
r—1, O<x<l1.

(a) Utveckla f i en Fourierserie.
(b) Vad é&r seriens summa i punkten z = 1/27

(¢) Anvind Fourierserien for att visa att

1—-1/3+1/5-1/T4+1/9—...=7/4.

(a) Eftersom f #r udda &r f(x) ~ > 7 b, sin(7nz), med

by — 2/01(93 1) sin(rna)ds = 2 <[(x - 1)*53”‘”)} L /01 Coj;"”“"dx>

=2(—1/(mn) +0) = —2/(mn).

Svar: f(x) ~ =250 sz,

g n=1 n

(b) Eftersom f &r styckvis kontinuerligt deriverbar och kontinuerlig i punkten
xr = 1/2 sa séger konvergenssatsen att Fourierserien konvergerar mot f(1/2) =
1/2—1=—1/2

(c) Enligt tidigare rdkningar far vi

[e.e]

“1/2= g2 = 2y

sinmn/2

som ger att >~ =7 /4. Da sinmn/2 = 0 for jamna n, och sin(w(4k +
1)/2) = 1 samt sin(7(4k + 3)/2) = —1 (for k heltal) ser vi att

SOy s

n=1

Alltsa &r summans vérde lika med 7 /4.




8. (4p) Betrakta systemet

d

d—x = —x(2? +y%) — xy?,

iy M)
== —y(2? + %) + 27%y.

Visa att den kritiska punkten (0,0) &r stabil. Ledtrad: anvind polédra koordinater.

2 = 22 442 ger

dr_1( de dy
o \Ta TV

och insdttning av dz/dt samt dy/dt ger

Derivering av r

dr
dt

S|

1
= (z(—zr® — zy?) + y(—yr* + 2%y)) = = (—=2*r® — 2%* — y*r® + 2°¢?))

= — (@ +y*) = —r’.
-
Viser att r = 0 &r en kritisk punkt; da dr/dt < 0 for r > 0, ger vart stabilitetskriterie
for ekvationer i en variabel att » = 0 ar en stabil kritisk punkt. Saledes, oavsett

initialvérdet 7(0) (och 6(0) for den delen) ser vi att r(t) — 0 da ¢ — oo: systemet
ar stabilt.




