Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer I, den 18 december 2017 kl 08.00-
13.00.

Examinator: Pir Kurlberg. Betygsgrinser: A: 85%. B: 75%. C: 65%. D: 55%. E: 45%.
Fx: 42%.

OBS: Inga hjélpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng krévs korrekta
och vil presenterade resonemang. Lycka till!

1. (4p) Para ihop foljande ekvationer med deras riktingsfilt.

lL.y=-2+4+zx—y

2.y =2y + x?%e*
3.y =e"+4+2y
4.y =2sin(x) +1+y
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o 1. C.
2. A.
3. D.
4. B.

2. (4p) Bestam den allménna lésningen till systemet

(3 3\ _

-3 3
-6 3

ges av vy = (1 1+i)t samt vy = (1 1-— z')t.

Med by = Re(v;) = (1 1)t och by = I'm(vy) = (0 1)t ges den allménna 16sningen
av

Med A = < ) far vi att [(A—AI)| =0 da A\ = £3i. Motsvarande egenvektorer

C1Y1 + C2¥Yo

dar

. cos 3t . sin 3t
y1 = cos(3t)b; —sin(3t)by = (COS 3t _ sin 3t> , Yo = sin(3t)by+cos(3t)by = (sin 31+ cos 3t) :

3. (4p) Lat 0(t) beteckna Diracs deltafunktion. Los begynnelsevérdesproblemet

y'+2y +y=0(t—1)
y(0)=1, '(0)=0

genom att anvinda Laplacetransformer.

Laplacetransformering ger
s2Y(s) —5-1—04+2(sY(s) = 1)+ Y(s)=¢*
som efter forenkling ger att

s+2+e” 1 . 1 . e ®
s2+2s+1 s+1  (s+1)2  (s+1)2

Y(s) =

Inverstransform ger nu
yt)=etHtet 4+ (t— e TVUE-1)

eller
et tet om0<t<1,
y(t) =9 _, —t —(t=1)
et+tet+(t—1)e omt > 1.




4. (4p) Bestam en kontinuerlig samt styckvist deriverbar 16sing till begynnelsevirdesproblemet

Yoy = @), w0) =1

4 for 0 <x <1,

dar

0 for x > 1.

Vi l6ser forst y' + xy = 4z for 0 < x < 1: integrerande faktor ger
(y6x2/2)/ _ 4xez2/2
och vi far ye™/2 = 4¢”*/2 + C' dvs
y=4+ Ce /2

Inséttning av y(0) = 1 ger C = —3 och saledes #r y(1) = 4 — 3¢~ /2,

Vi 16ser nu y' + 2y = 0 for z > 1, och y(1) = 4 — 3e~'/2; med integrerande faktor
far vi att
2
y=Che ™/

och y(1) = Cpe /2 =4 — 3¢71/2 ger att Cy = 4e'/? — 3.

Losningen kan alltsa skrivas som

(@) 4 — 3¢/ da 0 <z <1,
€Tr) =
Y (41?2 — 3)e **/2 da x> 1.

5. (4p) Skriv ekvationen
d*z 9 dz
E + CL(I — 1)@
som ett forsta ordningens system. Klassificera dess kritiska punkter m.a.p. stabilitet

for alla virden pa parametern a € R sadana att a < 0.

+x=0

Vi introducerar y = 2’ och far da systemet

I/
y/

Kritiska punkter satisfierar ' = 0 samt y’ = 0; det forsta villkoret ger y = 0, och
efter insdttning i det andra finner vi att = 0. Den enda kritiska punkten &r alltsa
(x,y) = (0,0). Jacobianen i (0,0) ges av

= (‘(Qacger 1) —“(xé - 1)) ) <_01 ClL)

Rotter till det karakteristiska polynomet |J — M| = A% —aX + 1 ges av

Yy
7" = —(a(z* — 1)y + )

a? —4




Om a < —2 #r rotterna reella, och en av dem &r negativ. Eftersom |J| = 1 maste
bada rotterna vara negativa, och systemet dr stabilt.

Om —2 < a < 0 finns det tva komplexconjugerade rotter, med realdel a/2 < 0, dvs
stabil spiral punkt.

. (4p) Los vagekvationen

9%u 9%u

med randvillkor
ul,_o=0, wul,_,=0,

samt 9
u(z,0) = sin(mz) + sin(37z), a—:f =0, 0<z<Ll
t=0

Vi gor ansatsen u(z,y) = A(x)B(t) och far AB” = 5A” B som vi kan skriva om som
B"/B =5A"/A =\
Betrakta forst 5A” /A = A, efter omskrivning far vi
A" — (N\/B)A=0

Om A = 0 ser vi att A(x) = ax + 3, och A(0) = A(1) = 0 ger A = 0; 16sning €]
intressant.

Om A > 0 dr 16sningarna pa formen A(x) = ¢1e™® + coe™** dér w = /\/5; igen ger
A(0) = A(1) = 0 att A = 0 och losningen ej intressant.

Om )\ < 0, skriv A = —5w? med w > 0. Losningar ges da av A(z) = ¢;sinwzr +
cacoswz. A(0) = 0 ger co = 0. For icketrivial 16sning har vi ¢; # 0, A(1) = 0 ger
da att sin(w - 1) = 0, dvs w = 7n for n € ZT, och A = \, = —bw? = —57?n?.

Inséttning i B” — AB = 0 ger
B" +51n*B = 0
vars losningar ges av

B(t) = ¢1 sin(vV5rnt) + ¢ cos(v/5rnt)

Saledes &r u,(z,t) = sin(mnz)(c1, sin VBrnt + ¢z, cos V/Brnt) en 16sning (bortsett
fran randvillkoren da ¢t = 0);

ou

—| =0,

ot |,_,
ger att ¢;, = 0 for alla n.

Slutligen ger u(x,0) = sin mx + sin 37z att

u(x,t) = sin(rz) cos(v/bmt) + sin(3wz) cos(3v/5mt)




7. (4p) Funktionen y(t) = eVt loser differentialekvationen 4ty” + 2y’ —y = 0, t > 0.
Bestéim den allmiinna 1dsningen till ekvationen 4ty” + 2y’ — y = 4v/te" Vi, ¢ > 0.

Ansatsen v = ueV? ger att v = u'y + uy/, v" = "y + 2u'y + uy”, som tillsammans
med att y satisfierar 4ty” + 2y’ —y = 0 ger

u//+ iu/+ lul _ LG—Q\/E

Vi o2t Wt

Skriver vi w = u/ och multiplicerar med den integrerande faktorn e/ /Vi+1/(2t) —
VeVt far vi ekvationen
(wVte™?) =1

som ger

w=Vte 2V 4+ Ae 2V VL.

Da w = ' far vi nu
u = /w = (124t +VD)e P — A 1 B

och vi ser att den allménna losningen (efter nya beteckningar pa konstanter) ges av

v=ue" =cre V4 ce¥t — (t+ Vi)e VI

8. (4p) Lat f vara en funktion som definieras av ett andragradspolynom pa intervallet
(—m, 7). Antag att Fourierserien for f ges av

243 (6(_1)" cos(nz) + 2= sin(nx)) |

n? n

n=1

Finn andragradspolynomet som beskriver f i (—m, 7).

Skriv forst f(z) = ax® + bxr + c. Utnyttjande av udda/jimnhet samt Fourierbasens
ortogonalitet ger

—2="0 :%/ﬂ f(z)sin(z) de = b/stin(a:)dx:%

Tr —T
samt

™

1 s s
—6=a; =— f(z)cos(z) dx = E/ 2% cos(z) dr = —4a

och vi ser att a = 3/2 och b= —1.

Vi ser dven att

- 1" Y A 1 2a 4 o
2—a0/2—27T/_7rf(:6)daz:—27T _W(a:ﬁ +c)d:v—27r(37r +2me) =77/2 + ¢

och saledes ér ¢ = 2 — 7%/2

Alltsd dr f(x) = 32%/2 — a2 + (2 — 7%/2).




