Losningsforslag till Tentamen, SF1633, Differentialekvationer I
den 24 oktober 2016 kl 8:00 - 13:00.

For godkédnt (betyg E) kriavs tre godkdnda moduler fran del I. Varje modulupp-
gift bestar av tre fragor. For att bli godkénd pa modulen krédvs riatt svar pa minst
tva av dessa fragor. Den som har godkdnd modul fran lappskrivning behéver inte
gora motsvarande moduluppgift nedan. Den som har tva godkdnda moduler, fran
lappskrivning eller tentamen, har mojlighet att komplettera.

Del II &r avsedd for hogre betyg. Varje uppgift i del II ger maximalt 4 podng. For
betyg A (respektive B, C, D) krivs 3 godkénda moduler samt 15 (respektive 11, 7,
3) podng pa del II.

Hjilpmedel: Det enda hjialpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen BETA: Mat-
hematics Handbook av Rade och Westergren.

OBS: For full poang kravs fullstéindiga, tydligt presenterade och vl motiverade
16sningar som &r latta att folja. Markera dina svar tydligt. Samtliga svar ska vara pa

reell form.
Del I
Modul 1. Betrakta differentialekvationen
2 dy
r*——-2zy+3=0, x>0.
dx

a) Bestam den allménna losningen till ekvationen (pa intervallet x > 0).

b) Finn den lésning som uppfyller begynnelsvillkoret y(1) = 2. Verifiera,
genom insdttning i differentialekvationen, att denna losning verkligen &r en
16sning.
c) Finns det ett virde yy sa att losningen som uppfyller y(1) = yo ocksa
uppfyller lim y(x) = 07 Bestam i sa fall ett sadant virde pa ypo.

T—00

Losning: a) Vi har en linjar ekvation. Pa standardform kan den skrivas

, 23
YTV T T
Den integrerande faktorn &r e/ (-2/#)d = ] /2. Om vi multiplicerar ekvationen

med den integrernade faktorn kan ekvationen skrivas

d 3
%(y/ %) = A
Integreras detta fas
y/2* =C +1/2°
vilket ger svaret y = Cz? 4+ 1/z, déir C' dr en godtycklig konstant.
b) Begynnelsevillkoret ger 2 = y(1) = C' + 1, dvs C' = 1. Saledes ér y =
22 + 1/z den stkta l6sningen. Vi verifierar att detta verkligen #r en 16sning
till ekvationen. Vi har 3 = 2z — 1/2% sa

2y — 2xy = (22° — 1) — 22(2® + 1/x) = —3.

Alltsa, det ar verkligen en 16sning till ekvationen.

c) Losningarna ges av y = Cx?+1/z. For att vi ska kunna ha lim y(x) =0
Tr—00

maste alltsa C' =0, dvs vi har y = 1/z. Da ar y(1) = 1, dvs yo = 1.
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Modul 2. a) Bestdm den allménna l6sningen till systemet
' =x+ 2y
Yy =2r +y
diar x = x(t) och y = y(t). (Tips: verifiera att 16sningen ar korrekt.)
b) Bestdm den allménna losningen till systemet
¥ =r+ 2y
y =2x + vy — 2¢".

c¢) Bestdm den 16sning till systemet i b) som uppfyller z(0) = 0,y(0) = 0. Ve-
rifiera ocksa, genom inséttning, att svaret verkligen dr en 16sning till systemet.

Lésning: a) Vi later

(i) eaa- ()

Da kan systemet skrivas X’ = AX. Matrisen A har egenvardena A; = 3 och
Ay = —1, med motsvarande egenvektorer v; = G) och vy = (fl) Saledes vet
vi fran teorin att den allménna l6sningen till ekvationen ges av

X(t)=¢ G) e + ¢ (_11) et

dar cq1, co dr godtyckliga konstanter.
b) Det inhomogena systemet kan skrivas

X' = AX + G(1), dar G(t):( 0 )

9t
Vi soker en partikulérlosning X, och anvénder oss av variation av parametrar.
Fran a) far vi att

ar en fundamentalmatris till det homogena systemet X’ = AX. Vi soker darfor
en 16sning X, till det inhomogena systemet pa formen Xp = ®(¢)U(t). Fran
teorin vet vi att detta dr en 16sning om U’(t) = @1 (¢£)G(t). Vi har

sa

Detta ger att
—2t 2
Ut) = e*/2+a
€2t/2 + b
déar a, b ar konstanter. Varje val av a, b fungerar, sa vi véljer a = b = 0. Saledes

S (2 ()

en partikulédrlosning.



Den allménna 16sningen &ar darfor

;X@):nn<1>e“+wa(ji)e4—+<§>.

c¢) Begynnelsevillkoret ger oss systemet

Q-xma() (1))

Detta ger oss ¢; = co = —1/2. Alltsa, den sokta losningen &r

o301 () ()

Vi verifierar att detta vekligen &r en l6sning. Vi har
X'(t) = —3e3/2 4 e7t/2 4 €l
—3e3t/2 —et/2

OCh 3t/ t/ t
—3e?/24+e "2+ e

AX(t) =
®) < —3e3/2 —et/2 )

Alltsa, X’ = AX, dvs X &r en 16sning. Vi noterar ocksa att X (0) = (8), sa
begynnelsevillkoren dr ocksa uppfyllda.

Modul 3. Lat
0, t<1
t) = ’
/) {u t>1.

a) Bestdm Laplacetransformen F(s) till f(¢).
b) Bestdm Y(s) om v/ +y = f(¢),y(0) = 1.
c¢) Bestam y(t).

Losning: a) Vi kan skriva f(t) = u(t — 1)t ddr u(t) dr Heavisides stegfunk-
tion. Om vi later g(t) = ¢+ 1 kan vi skriva f(t) = u(t —1)g(t — 1). Funktionen
g(t) ha Laplacetransformen G(S) = 1/s*> + 1/s. Hir har vi anvént formleln
L20 i Beta. Anvénder vi nu formel L4 fas att

—s —s _¢s+1
F(s)=e*G(s) =e 5(1/s* +1/s) =e 2

b) Vi Laplacetransformerar ekvationen, och utnyttjar begynnelsevillkoret:
sY(s) —1+Y(s)=F(s)
vilket ger
1 s+1 1 e ?
Y(s) = s+1 +eiss2(s—|— 1) s+1 T
c) Eftersom £7!1(1/(s+ 1)) = e™* (enligt L21) och £7!(1/s*) = t (enligt
L.20) sa far vi, om vi utnyttjar L4, att

y(t) =e " +ult —1)(t—1).

Del I1



a) Visa att y; = 1/x och y2 = (Inz)/x &r en fundamental 16sningsméngd till

ekvationen (2p)
2%y +3xy +y =0, x>0.

b) Los begynnelsevirdesproblemet (2p)

1
2y + 3y +y = % y(1) = 1,y'(1) = 0.

Lésning: a) For att verifiera att y; och ys dr en fundamental 16sningsméngd
maste vi verifiera att de verkligen ar losningar, samt att de &r linjart obero-
ende.

Vi har y} = —1/2? och y{ = 2/23; och vy, = 1/2® — (Inx)/2? och yj =
—3/x% 4+ 2(Inx) /3. Saledes har vi

o* ) +3xy +y =2/ —3/x+1/z =0
och
vy + 3y +y = —3/r+2(Inx)/r +3(1/x — (Inz)/z) + (Inz)/z = 0.

Alltsa ar y; och yo verkligen l6sningar.

For att verifiera att de &r linjért oberoende anvénder vi Wronskidetermina-
ten W. Vi vet att losningarna &r linjért oberoende om och endast om W (x) # 0
pa hela intervallet = > 0. Vi har

oy | 1z (Inz)/x
yi vy |—1/2* 1/2° — (Inz)/2?

Slutsatsen ér alltsa att y; och ys bildar en fundamental 16sningsméangd.

W(zx) = =1/2% # 0 for alla z > 0.

b) Vi skriver ekvationen pa standardform:

3 1 Inxz
y'+-y'+5y=—, x>0
xXr xXr xXr
Lat ,
nwr
f(x) = 3

Vi behover en partikularlosning, och vi stker en med hjilp av variation av
parametrar. Fran teorin vet vi att

Yp = ur(2)y1 () + ua()y2(7)

ar en 16sning om wy, uy uppfyller (W dr Wronskideterminanten fran a))

r _ygf(f) (lnx)2

= W x
och
u/ _ ylf(x) — ln_a:
2 w x

Integrering ger att
u = —(Inx)*/34+ a1, uy = (Inz)*/2 + ay,

dér ay, as ar konstanter. Varje val av ay, as fungerar, sa vi véljer a; = as = 0.



Saledes &r
(Inz)®> 1  (lnz)* Inz (nz)?

U 35z 2 Tz 6
en partikuldrlosning. Eftersom y, yo ar en fundamental 16sningsméngd till den
motsvarnade homogena ekvationen, vet vi att den allménna 16sningen till (1)
ar

ci clnz  (Inz)?

y = (@) + eapa(w) +yp(n) = — + =

dér cq, co dr godtyckliga konstanter.
Nu bestdmmer vi ¢;, co sa att begynnelsevillkoren ar uppfyllda. Vi har
1 2
V= e/ + efl/a? — ()/a?) + B
Vi far
l=y()=c¢, 0=y'(1)=—c1+co.
Saledes, ¢; = 1 och ¢3 = 1. Detta betyder att

1 Inz (Inz)?
y=—-+—+—>
x x 6

ar den sokta losningen.
5. Bestdm konstanten a sa att losningen y(¢) till begynnelsevirdesproblemet
y'+y=20(t —m) +ad(t—3m), y(0)=0y(0)=0,

uppfyller y(t) = 0 for alla ¢ > 37. Bestdm &ven denna 16sning, samt skissa
den. (Hér ar §(t) Diracs deltafunktion.)

Losning: Vi Laplacetransformerar bagge leden, och anvinder begynnelse-

villkoren:
s2Y (5) + Y (s) = 2e7™ + ae ™.
Hér har vi anvént formel L15 i Beta (plus linjariteten hos Laplacetransfor-
men). Detta ger
27 e 3T
s2+1 + s24+1
Fran 1.24 vet vi att £7!(1/(s* + 1)) = sint. Anviinder vi nu formel L4 far vi
y(t) = 2u(t — m)sin(t — 7) + au(t — 3m) sin(t — 37).

Y(s) =

dar u(t) ar Heavisides stegfunktion. For ¢ > 37 har vi, om vi utnyttjar att
sin(t — m) = —sint och att sint &r 27-periodisk,

y(t) = 2sin(t — m) + asin(t — 37) = —2sint — asint.
For att detta ska vara noll maste vi alltsa vélja a = —2, dvs den sokta
16sningen ar
y(t) = 2u(t — ) sin(t — 7) — 2u(t — 3m) sin(t — 37) = 2(u(t —7) —u(t — 3m)) sin(t — 7).

Rita figur (grafen dry =0 for 0 <t < 7, y = sin(t — ) for 7 < ¢ < 3w, och
y =0 for t > 3m).



6. a) Utveckla cosz i en sinusserie i intervallet [0, 7]. (2p)
b) Kan cos x utvecklas i en sinusserie i hela intervallet [—m, 7]? (1p)

— ksin(k/2
c¢) Beridkna ; % genom att utnyttja resultatet i a). (1p)

Léosning: a) For att utveckla cosz i en sinusserie i [0, 7] gor vi en udda ut-
vidgning av cos x till intervallet [—m, 7| (tdnk pa att cos x &ar en jamn funktion).
Lat

fx) =

Eftersom f &r udda kommer Fourierserien ges av

oo
x) ~ E b, sin nx
n=1

COS T O<z <7
—cosx ,—m<x<O.

dar

2 s
b, = —/ cos x sin(nx)dz.
T Jo

Vi far, om vi anvinder att 2sinx cos z = sin 2z,
2 [T , T [m .
by=— [ coszsinzdr = — [ sin(2z)dr = 0.
0 T™Jo

T
Vidare, formel 225 pa sid 169 i Beta ger att

b o2 [_ (cos(n— D, cos(n + 1):@)]” 2 (n<cos(m> + 1)) 2 (n((—l)" + 1))

T 2(n—1) 2(n+1) o T n?—1 s n?—1
om n > 2. Hér har vi utnyttjat att cos(x + 7) = cos(x — m) = — coszx for alla
.

Vi ser att b, = 0 for alla udda n; och for n = 2k har vi by, = ﬂ%ég_l).

Alltsa, vi har

o0

k
Zb sinnr = 8 Z4k2 3 sin 2kx.

b) Nej. Eftersom sint &r en udda funktion kommer en sinusserie alltid vara
udda. Funktionen cosx déaremot &r jamn. Alltsa dr det omojligt att utveckla
cosx i en sinusserie pa hela [—7, 7].

c) Eftersom f och f’ &r styckvis kontinuerliga sa vet vi att Fourierserien till
f konvergerar mot f(x) i varje punkt déar f &r kontinuerlig. Vi ser att f &r
kontinuerlig i punkten x = 7/4. Alltsa har vi

o0 oo

1 8 k 8
Nl = cos(m/4) = Z o sm (2km/4) = - Z

sm (km/2)

dvs

= T
(km/2) = —=
24/{:2 sin(km/2) = 573

k=1
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7. En svingande string av langd L kan beskrivas genom att ange utslaget u(x,t)
fran jamviktslaget som funktion av ldget z, 0 < x < L, och tiden ¢ > 0.
Funktionen u(z,t) satisfierar den endimensionella vagekvationen

Pu 1 0%
0x2 2 ot
dér ¢ > 0 &r en parameter. Lat L = 2 och ¢ = 1 i lampliga enheter. Antag att
stringen Ar fastsatt i &ndpunkterna x = 0 och = = 2, och att den vid tiden
t = 0 har ett utslag givet av
u(z,0) = 3sin(rz) — 2sin(37z), 0 <z < 2.
Antag vidare att stringen &r i vila vid tiden ¢ = 0, dvs %(az, 0) = 0. Bestdm
u(z,t).
Losning: Vi har vagekvationen (¢ = 1)
Pu  u
ox? ot
Vi soker 16sningar till denna ekvatione som uppfyller randvillkoret
u(0,t) = u(2,t) =0,t >0
eftersom stdngen &r fastsatt i &ndpunkterna. Vi soker losningar pa formen
u(z,t) = X (x)T(t). Insdttning i ekvationen ger, efter omskrivning,
X"(x) _T'(t)
X(z)  T(t)
dér A dr en konstant. Den sista likheten maste gélla eftersom uttrycken maste
vara oberoende av bade x och t. Detta ger oss de tva ekvationerna

X"+AX =0, T"+ AT =0.

For att randvillkoren w(0,t) = u(2,t) = 0,t > 0, ska vara uppfyllda vill vi
att X(0) = X(2) = 0. Detta ger oss randvirdesproblemet

X"+AX =0, X(0)=X(2)=0.

= -\

Vi soker icke-triviala 16sningar till detta problem.

Om A > 0 har randvérdesproblemet endast den triviala l6sningnen X (z) =
0.

Antag att A > 0 och 1t w > 0 vara sadant att w? = \. Ekvationen X" +
AX = 0 har den allménna l6sningen X (z) = ¢; coswz + ¢ sinwz. Villkoret
X (0) =0 ger ¢; = 0. Villkoret X (2) =0 ger

Co 8in 2w = 0.

Vi far icke-triviala losningar X (z) = cysinwx (dvs ¢y kan vara godtycklig)
precis da sin2w = 0. Detta héander precis da 2w = nmw, n = 1,2,3,... (kom
ihag att vi antagit att w > 0), dvs da w = n7w/2 (och alltsa A = w? = n?w?/4).
Vi ser ocksa att ekvationen 7" + AT = 0 har den allménna l6sningen 7T'(t) =
kq cos wt + ks sin wt.

Slutsatsen ar att for varje n = 1,2, 3, ... och val av konstanter a,,, b, sa ar

un(x,t) = sin(nmx/2)(a, cos(nmt/2) + b, sin(nxt/2))



en 16sning till den givna vagekvationen som ocksa uppfyller u,(0,t) = u,(2,t) =
0.

Eftersom randvillkoren &r homogena (= 0) sa kan vi anvénda superposition
for att dra slutsatsen att linjarkombinationer

u(z,t) = Z up(x,t) = Z sin(nmz/2)(a, cos(nmt/2) + by, sin(nnt/2)),

n=1
for varje val av konstanterna a,, b,, ocksa &r losningar till vagekvationen som
uppfyller u(0,t) = u(2,t) = 0.

Notera att
%(m, t) = Z sin(nmx/2)(—(na,m/2) sin(nwt/2) + (nb,7/2) cos(nnt/2))

Vi soker nu den 16sning som uppfyller de givna begynnelsevillkoren. Vi far

3sin(rz) — 2sin(3rx) = u(z,0) = Z ay, sin(nmz/2)

och
ou al
0= E(az, 0) = ;sin(nmz/2)(nbn7r/2).
Vi ser att detta ar uppfyllt om vi véljer as = 3 och ag = —2, och resten av

a, = 0, samt alla b, = 0. Detta ger oss slutligen 16sningen
u(z,t) = 3sin(mx) cos(nt) — 2 sin(3wz) cos(3nt).

Det &ar enkelt att verifiera att denna funktion uppfyller alla villkor.

8. Det &r latt att se att origo &r en kritisk punkt till det autonoma systemet

d

d—j =y +z(2® + 9%

d

d_?z{ = —z +y(a® + 7).

Undersok om origo &r stabil eller instabil. (Tips: anvind poldra koordinater).

Lésning: Linjarisering ger ingen information (Jacobimatrisen i (0,0) har
egenvirdena +i), sa vi maste anvinda nagon annan metod for att undersoka
den kritiska punkten (0,0). Vi byter till poldra koordinater: x = rcosf,y =
rsinf. Da har vi r? = 22 + y* och 6 = arctan(y/z). Deriverar vi detta med
avseende pa t, och utnyttjar uttrycken for dx/dt och dy/dt i systemet, far vi

dr 1 [ dx dy\ 1,5, 2 9y 3
it 7 (xdt +ydt> =@y =
och ag 1 d d 1
z Y 2 2
— = —y—= 2| = =(—y" — =—1.
dt r2( ydt+xdt> 2y =)
Allsta, i polédra koordinater kan systemet skrivas

dr 5 df

ar_ Yy,
a e
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Ekvationen dr/dt = r3 &r autonom, och f(r) = r®> > 0 for r > 0. Salunda,
for varje 7o > 0 kommer 16sningen till begynnelsevirdesproblemet dr/dt =
r3,7(0) = ro upfylla 7(ty) > 1 for nagot ¢t > 0. For det ursprungliga syste-
met betyder detta att for varje begynnelsevillkor (zg,yo) # (0,0) (sa rq =
Va2 +y¢ > 0) giller att 16sningen (z(t),y(t)) som uppfyller (z(0),y(0)) =
(20, y0) ocksa uppfyller |(z(t),y(t))] > 1 for nagot ¢ > 0. Saledes dr origo en
instabil fixpunkt.



