Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer I, den 23 oktober 2017 kl 08.00-
13.00.

Examinator: Par Kurlberg

OBS: Inga hjélpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng krévs korrekta
och vil presenterade resonemang. Lycka till!

1. (4p) Bestdm den allménna losningen till systemet
) = —xg + 1,
xh = x7.

0 —1

Lat A = (1 0 ) Det karakteristiska polynomet ps(A) = A? + 1 har rétterna

A1 =i, A\ = —1, med motsvarande egenvektorer

. . _ - T . t _
ges en fundamental 16sningsméngd av T; = by cost — bysint = (Z?; ) och Ty =

- - . sint
by cost + bysint = (—cost)'

For att hitta en partikuldrlosning 7, gor vi ansatsen z, = (med a, b konstanter);

a
b
daz = 0 maste vi vilja T, sa att AT, = — 1 h vi far z, = 0

»= g ja T, sa a T, = o) och vifarT, = ().

2. (4p) Anvind Laplacetransformen for att 16sa begynnelsevirdesproblemet

y'+ 16y = f(t), y(0)=1, ¥ (0)=0,

)0, O<t<m/2
ft) = {sin(Qt), t>7/2.

Losning: Lat U(t) beteckna Heavisidefunktionen. Vi kan skriva f(¢) some f(t) =
U(t — m/2)sin2t.

Lat Y(s), F(s) vara Laplacetransformen av y(t) respektive f(¢). Formelbladet ger

1 3 —ms/2 2
LUt —7/2)sin2t) = —L(U(t —7/2)sin2(t — 7/2) = —e ™/ 71



Laplacetransformering av ekvationen ger da

$2Y (5) — 5y(0) — /(0) + 16¥ () = —e /2>

s2+4
—TSs 2 :
som ger att (5% +16)Y (s) = s — e ™/? 22 och vi ser att
S 2
Y _ _,—ms/2
O =% ¢ @i 10)
Eftersom
1 1
(s24+4)(s24+16) 12 32+4 32+16
ger formelbladet att
{ } = cos 4t
och

1 1 1
£ = —sin2t — — sin 4t
{ (s2+ 4)(s2 + 16) } oq M T g

vilket ger att

£} {e—“5/2 2 } — (% sin2(t — m/2) — i sin4(t — 7r/2)> Ult—m/2)

(s244)(s> + 16)

. 1.
= (—Esm%— ﬂsmllt) Ut —m/2)

Sammanfattningsvis far vi att

(t) = cos 4t om0 <t<m7/2
Y cosdt + 5 sin2t + 5 sindt  om ¢ > /2.

. Lat f(t) vara den udda 2m-periodiska funktion som pa intervallet [0, ) ges av f(t) =
t2.
(a) (1p) Konvergerar Fourierserien till f(t) i punkterna ¢ = 7 och ¢ = 257 I sa fall

till vad? Motivera.
Eftersom f &r styckvist glatt konvergerar Fourierserien, i en punkt a, till

(lim f(t) + Jim f(1))/2.

2

Da limyyry f(t) = Umyy(—m)s f(¢) = —72 och limy.— f(t) = 7 ser vi att

Fourierserien konvergerar till 0 i punkten ¢ = .
Eftersom f(37/2) = f(—n/2) = —n%/4 och f #r kontinuerlig i (—m, ) ser vi
att Fourierserien konvergerar till —72/4 i punkten ¢ = 37 /2.



(b) (1p) Skissa grafen till f pa intervallet (—,37).
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(c) (2p) Berikna Fourierserien till f.
Eftersom f &r udda blir a,, = 0 for all n.
Igen da f &r udda far vi

. / " F() sin(nt) dt = 2/ / " 2 sin(nt) dt

0

Enligt tabell ar [ ¢? sin(nt) dt = 2_7;‘32'52 cos(nt)—l—%;nt) och da cos(nm) = (—1)"
far vi att 5 /9 5 o
—n-m n 3

4. (4p) Para ihop de linjira systemen med motsvarande riktningsfalt. (De bla linjer-
na ar pilskaft, de svarta punkterna &r pilspetsar.) Anm.: det riacker att rdkna ut
egenvirdena.

1. 5:"::_1 _g]:f:’
2. :z':::é g]:r:

3. :z'::_; __18}:5
n :z':_j :g Z

Egenviirden for de fyra olika matriserna ges av 2, —1], [2 —3v—1,2+43v/—1],
[—5 — 8v/—1, -5+ 8/—1] samt [—1,—6]

Eftersom expansion/kontraktion avldses mha egenvirdenas realdel bor vi para ihop
enligt foljande: 1 - B, 2 — D, 3 — C' samt 4 — A.

5. (4p) Bestam alla kritiska punkter till systemet

b — —y 4 o3

och Kklassificera dem (om mojligt) m.a.p. stabilitet.



Vi bestammer forst de kritiska punkterna genom att 16sa

{fl—fz—y—kx?’:()

dy _ 2 _
T =r—y =0,

som ger att x = 32,4 —y = 0, dvs y(y° — 1) = 0 vilket implicerar att y = 0 eller
y = 1. Viser att (z,y) = (0,0) och (z,y) = (1,1) &r de enda kritiska punkterna.
Med P(z,y) = —y + 2%, Q(z,y) = z — y* far vi Jacobimatrisen

32 —1

J = ( 1 —Qy) ’
0 -1
1 0/’

som har egenvirdena 4i. Eftersom realdelen av ¢ &r noll kan vi inte med den sats
vi har avgora huruvida (0,0) &r stabil eller inte.

3 —1
1 -2
reella, och av olika tecken — saledes dr (1, 1) en instabil kritisk punkt.

och (0,0) ger da matrisen

Jacobimatrisen for (1, 1) blir . Eftersom determinanten &r —5 dr egenvérdena

. Givet en konstant ¢ > 1, betrakta den autonoma differentialekvationen

dy 2
=Yt y(0) = 0.
(a) (2p) Antag att ¢ = 1. Visa att y(t) — oo inom &andlig tid, dvs att
Jim y(t) = oo

for nagot t; > 0.

(b) (2p) Antag att ¢ > 1. Eftersom vi da far att y?> + ¢ > y* + 1 borde y(t) vixa
snabbare &n i del (a). Visa att denna intuition &dr korrekt, dvs att det finns
t. < tg sa att
Jim y(t) = oo
Ekvationen &r separabel, och integration av
dy

=dt
Y2 +c

ger
%c arctan(y/v/c) =t + ¢
och saledes é&r
y = Vetan(Vet + o)
och y(0) = 0 ger att co = 0.
For ¢ = 1 far vi y(t) = tan(t), och y(t) — oo dat — (7/2)—, dvs vi kan ta t; = 7/2.

For ¢ > 1 ser vi att y(t) — oo da y/ct — (7/2)—, dvs da t — t.— med t. = 7/(2+/c).
Eftersom ¢ > 1 ser vi att t,. < ¢;.



7. (4p) Los varmeledningsekvationen

ou 0*u
— =5— 1 t>
BT 5 922 0<z<l, >0
med randvillkor
oul o
0r|,_, or|,_,

samt
u(z,0) =1+ cos(rz), 0<z<l1.

Vi gor ansatsen u(z,t) = X (x)7T'(t). Differentialekvationen ger da
XT' =5X"T
som vi skriver om som
T')T =5X"/X =\
for nagon konstant .

Randvillkoren for x = 0 samt x = 1 ger att X’(0) = X'(1) = 0 (notera att 7'= 0
bara ger trivial 16sning). Differentialekvationen

A
X'—2X =0, X(0)=X(1)=0

har bara trivial 16sning om A > 0. Skriv nu A\/5 = —a? fér nagot a > 0; 16sningarna
ges da av
X = ¢ cos(ax) + o sin(ax).

Fallet o = 0 ger konstant 16sning, vi antar nu att a > 0. Da
X' = a(—ecy sin(ax) + ¢ cos(ax)

ger X'(0) = 0 att ¢y = 0. Vidare ger X'(1) = 0 att ¢y sin(a) = 0 och for icketriviala

l6sningar maste darfor ¢; # 0 och sin(a) = 0, dvs a = 7 -n forn = 1,2,.... Vi
noterar att o = 0 fas genom att ta n = 0 i foregande diskussion, och att a« =7 - n
for n =0,1,2,... giller om o > 0. Sammanfattningsvis far vi att

X(x) =c¢ycos(mnx), n=0,1,2,---

och A = —5a? = —5m?n?,
Vi far nu enkelt att 16sningarna till 77 — AT = 0 ges av

At 5(mn)2t

T = cze™ = c3e”

och saledes satisfierar

Un(l', t) = COS(T{'nI) . 6—5(7rn)2t

differentialekvationen samt Neumann-randvardena.
Vi gor sedan ansatsen

u(z,t) = Z Aty (2, 1)

n=0



och soker a,, sa att randvérdet u(z,0) = 1 + cos(mx) ar uppfyllt. Vi ser nu att
w(z,t) =1+ cos(mz) - e 57"
ger en losning.

. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

dy
— = 0)=0.
(a) (2p) Bestdm tva olika losningar till begynnelsevardesproblemet.
(b) (2p) Visa att begynnelsevirdesproblemet har oéndligt manga lésningar.

Ekvationen &r separabel och integration av dy/./y = dt ger 2,/y = t + ¢; randvill-
koret y(0) = 0 ger sedan att ¢ = 0. En losning ges alltsa av

yi(t) = 752/4-

Vi ser att dven yo = 0 &r en 16sning.

Vi kan nu kombinera 16sningarna i del (a) pa foljande sétt: givet a > 0, lat

0 for 0 <t <a,
yll(t) - 2 ..
(t—a)?/4 fort > a.

Begynnelsevirdesproblemet har alltsa odndligt (oupprakneligt) manga l6sningar.



