Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer, den 19 december 2022 kl 08.00-

12.00.

Pér Kurlberg (08-7906582) samt Kevin Schnelli (08-7907202).
Inga hjdlpmedel, utéver de bifogade formelbladen, &r tillatna pa tentamensskriv-

Examinator
OBS

ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-

senterade resonemang.

1. (4p) Para ihop de linjira systemen med motsvarande riktningsfilt (du behover inte

motivera svaret.)
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2. (4p) Bestam den allménna 16sningen till ekvationen

dy

z, 2
- =€
du Y )
och verifiera ditt svar. Notera att felaktigt svar ger noll poéng.
Sitt 2 = 1/y; vi far 2/ = —y//y? som ger —y?2’ — y = e%y? och vi far den linjiira
ekvationen
2= —€"

med integrerande faktor e”. Detta ger

d
%<Z€x) _ _6233
och z = Ce™™ — e*/2, och vi far
1
—1/y =
y=1/z Ce== —e* /2
Koll: (o0 | , ,
VL - g = — =
vy (2Ce== —er)>  2Ce™@ —e  (2Ce — ev)
och
I — 4e”
(2Ce== — er)?

och viser att VL = HL.

Vi ser att dven y(z) = 0 for alla = dr en l6sning.

3. (4p) Betrakta begynnelsevérdesproblemet
" —ar =0, z(0)=1,2'(0)=0.

Finn alla a € R sa att 1osningen till begynnelsevirdesproblemet ar begransad da
t — o0.

Den karakteristiska ekvationen ér r2 — a.
Om a > 0, lat A\ = /a; losningarna kan da skrivas som

o(t) = creM 4 cpe™

och 2/(0) = 0 ger ¢; = ¢y som ger ¢; = ¢cp = 1/2, dvs x(t) = (eM + e ) /2 som ¢j ér
begrinsad da t — oo.

Om a = 0 ges losningarna av x(t) = 1t + co; 2/(0) = 0 ger ¢; = 0 och z(0) = 1 ger
co =1, och z(t) = 1, som é&r begransad.

Om a < 0, skriv A = v/—\ > 0; l6sningarna kan da skrivas som
x(t) = c18in At + co cos At

och vi ser direkt att alla 16sningar dr begransade eftersom sin och cos ar begriansade.

Svar: a < 0.
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4. (4p) Los integralekvationen

y(t) = 5+ /0 sin(t — )y(r) dr.

Integralen &r en faltning av y(¢) och sin(¢) och vi kan mha Laplacetransformen skriva
om ekvationen som

Y(s)
o 4
Y(S) = 6/8 + m
som ger
2
1
Y(s) = % =6/s* +6/s°.

Inverstransformering ger nu

y(t) =3+ 6t°/120 = 3 + t°/20.

5. (4p) Los vagekvationen

Pu  0*u

w:ﬁ, O<x<l, t>0
T

med randvillkor
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

samt 5
u(z,0) = z(1 — x), a—z(x,()):x(l—x), 0<z<l.

Ansatsen u(z,t) = X (2)T(t) ger T"X = TX"” som vi kan skriva om som 7"/T =
X"/ X ==\

Ekvationen for X blir da X” + AX = 0 med randvillkor X (0) = X (1) = 0, som bara
har icketriviala losningar om A > 0.

Vi skriver A = w? och lésningar ges da av X (t) = ¢; sin(wz) + ¢z cos(wzx). Randvill-
koret ger X (0) = X (1) = 0 och vi ser direkt att co = 0, och sedan att w = 7 -n dér
n=1,2,3,--- #r ett heltal (n = 0 ger trivial 16sning.) Saledes ir A\ = 72n? och

Xo(x) = Cysin(mnz), n=1,2---

ger 16sningar.

Ekvationen for T blir da 7" + AT = 0 som, med A = 72n? har 16sningen T'(¢) =
c1 sin(mnt) 4 co cos(mnt). Med hjélp av superposition far vi 1osningar till ekvationen,
med z-randvillkoret uppfyllt, pa formen

Z sin(mnx) - (a, cos(mnt) + b, sin(wnt))

n>1
Viser att u(z,0) = > -, a,sin(rnx) och att du(z,0) = Y ns1(bnmn) - sin(mnz), och

for att hitta a,, b, gor vi en udda utvidgning av (1 — x) till [—1, 1] och bestdmmer
sinusserien till utvidningen.
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Vi far .
an = 2/ sin(mnz)z(l — ) dx
0

Med tabell far vi fol rsin(rnz)dr = (—1)""/(7n) och fol r?sin(mnx) dr = ((2 —
m2n?)(=1)" — 2)/(7n)3, vilket ger

och L (1)
N
Svar:

u(z,t) = % Z (ﬂ cos(mnt) + ﬂ sin(wnt)) sin(mnz)

n3 ™
n>1

. (4p) Skriv ekvationen
a" = 22"

som ett forsta ordningens system och klassificera alla dess kritiska punkter m.a.p.
stabilitet.

Med y = 2’ ger 2" = 223 systemet

=y
y/ :ZE” — 21,3

Kritiska punkter fas da (z/,y') = (0,0), dvs y = 22® = 0 som bara har en 15sning,

ndmligen z =y = 0.
0 1
oy = (61:2 0)

) som bara ett egenvérde, ndmligen A\ = 0. Linjarisering ger

Jacobianen ges av

0
0 0

saledes ingen information.

och J0707 =

Fasplanmetoden ger ekvationen

dy dy/dt  22°

dv — dx/dt vy
vilket ger y dy = 223 dx som ger y*/2 = 21 /2+C, eller y* = x*+2C. Ur fasportrittet
ser vi direkt att det finns banor som borjar godtyckligt néara (0,0) (tag tex C' =0

och (z(0),y(0)) = (¢, €%) for € > 0 godtyckligt liten (notera att 2’ > 0 och 3 > 0
géller i kvadranten x > 0,y > 0 sa dessa banor avliagsnar sig fran (0,0).)
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7. (4p) Lat A vara en 3 x 3 matris med tre distinkta reella egenvirden. Bestdm en
fundamental 16sningsméngd till systemet

dzr
= — AT
dt ot

och visa att den verkligen ir en sadan.
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