Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer, den 25 oktober 2022 kl 08.00-12.00.

Pér Kurlberg (08-7906582) samt Kevin Schnelli (08-7907202).

Examinator
OBS

Inga hjidlpmedel, utéver de bifogade formelbladen, &r tillatna pa tentamensskriv-

ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-

senterade resonemang.

1. (4p) Para ihop de linjéra systemen med motsvarande riktningsfilt (du behover inte
motivera svaret.)
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2. (4p) Los begynnelsevirdesproblemet
vy —3y=2at, y(l) =2

och ange det maximala existensintervallet.

Om z # 0 ar ekvationen ekvivalent med

3
y ——y=2a
X

som &r en linjir forsta ordningens ekvation med integrerande faktor e 3182 =1 /23,

och vi far
1 3

B =t
vilket ger (y/z®) = 1 som i sin tur leder till y = 2* + Cz. Begynnelsevillkoret
y(1) = 2 ger C = 1 och siledes ges 16sningen av y = 2% + 3. Insittning av denna
16sning satisfierar ekvationen for alla x € R.

3. (4p) Betrakta systemet

dr (2 3\ ., . . 5
a—(g 2):r;, 7(0) = T € R,

Bestam alla 2 sa att |2(¢)] — 0 da ¢ = oo.

Matrisen A = ; g) har egenvéirdena \; = —1, Ay = 5, med motsvarande egen-

—1 1
Coe® vy och vi ser att Cy # 0 ger att |y(t)] — oo da t — oo, samt att Cy = 0 ger
|Z(t)| — 0 da t — oc.

vektorer U] = ( 1 ) = <1> . Den allménna l6sningen ges av Z(t) = Cre 't} +

Svar: Zp = C (_11> for alla C' € R.

4. (4p) Systemet
¥ =x+4+y—2zy
Yy =-2x+y+3y’

har en kritisk punkt i (0,0). Klassificera, om mgjligt, punkten (0,0) med avseende
pa stabilitet.

1-2y 1—-2z

9 14 6y) och vi ser att Jyo =

Jacobianen i punktes (x,y) ges av Joy = (

-2 1
konjugerade , och da trace(Jyo) = 2 ser vi att bada egenvérdena till Jyo har strikt
positiv realdel — den kritiska punkten &r alltsa instabil. (Mer precist, en instabil
spiralpunkt eftersom egenvirdena ar 1 + /—2.)

( 1 1) . Eftersom det(Jy) = 3 har egenvirdena samma tecken, eller dr komplex-

5. (4p) Funktionen f(t) &r udda och periodisk med perioden 27. Vidare &r

ft)y)=t—m, da0<t<m.
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(a) (2p) Utveckla f i en Fourierserie.

(b) (2p) Anvind Fourierserien for att berdkna summan av

0 k+1 1
k=

Z _1__+1_1+...
ok 375 7

1

a: eftersom f &ar udda blir Fourierserien en ren sinusserie

= Z by, sin(nt)
n=1

dar o 7
b, = —/ f(t)sin(nt) dt.
T Jo
Detta ger
2 [T 2 et 2 7
by, = = / (t — ) sin(nt) dt = = [(t—ﬂ)(—cosn )} + = [ cos(nt) dt
™ Jo T n 0 ™ Jo
2 2 |sinnt __2
n  mn| n 0 o0
Alltsa

_9) Z sinflnt)

n=1

b: t = /2 &r en kontinuitetspunkt och

0 om n jamnt
(=) omn =2k —1,udda, k > 1

sin((nm)/2) = {

varfor
e k+1
2) =—m/2
oy LU 2k—1 f(n/2) = ~=/
k=1
vilket ger
e k:+1
S U
k=1

. (4p) Betrakta ekvationen
Y +y=26(t)+ Ad(t —ty), y(0)=19(0)=0

dér ¢y, A ar reella tal. Bestdm A och det minsta to > 0 sa att y(¢) = 0 for alla ¢ > 10.

Laplacetransformering ger

(82 +1)Y =2+ Ae 5t
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och vi far
2 Ae—sto

52+1+32—|—1

som efter inverstransform ger
y(t) = 2sin(t) + ug, (t) Asin(t — to).

For att y(t) = 0 skall gélla for alla stora ¢t maste vi ha 2sin(¢) + Asin(t —ty) = 0 for
alla stora t, vilket ger A = +2. Om A = 2 &r ¢ty = 7 det minsta reella talet med den
onskade egenskapen; med A = —2 ar ty = 27 det minsta reella talet med 6nskad
egenskap.

Svar: A =2ty = .

. (4p) Lat u = u(x,y) vara en funktion av tva variabler. Los randvirdesproblemet
%—yg—Z:Q O<z<m y>1 (1)
u(0,y) = u(m,y) =0 (2)
u(z,1) = sinz + § sin 3z. (3)

Vi soker 16sningar pa produktform som satisfierar (1) och det homogena randvill-
koret (2). Lat u(x,y) = X(x)Y (y); insdttning i (1) ger

X"Y —yXY' =0
dvs X”/X = yY’/Y. Dessa kvoter maste vara konstanta och vi far

X" +AX =0
Y+ 2y =0

for nagon konstant A. Vi viljer A\ = a? > 0 som ger trigonometriska lésningar till
ekvationen for X:
X =cjcosax + cpsinax

Randvillkoret (2) ger X(0) = X(7m) =0 dvs X(0) = ¢; =0 och X (7) = easinar =
0. For att 1osningen skall varar icke-trivial maste vi ha ¢y # 0 vilket ger sin ar = 0,
dvs

ar=nw, n € L.

Det racker att ta a = n, n > 1 vilket ger

X(x) = cgsinnu.

Ekvationen for Y blir

2
v+ 2y —op
)

som har den integrerande faktorn e”” ¥ = ¢ vilket ger

2

Y =c3y™.
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Vi far produktlésningen
up(z,y) = bny_”2 sinnr, n>1

Superpositionsprincipen géller da vi har en homogen linjar ekvation och ett homo-
gent randvillkor (2), varfor

u(z,y) = Z by ™" sinna
n=1

ocksa satisfierar (1) och (2). Randvillkoret (3) ger

1
u(z, 1) = Z b, sinnz = sinx 4+ = sin 3z,
n=1

vilket ger by = 1, b3 = 1/2, och 6vriga b, = 0.
Svar: u(x,y) = isinx + # sin 3z.
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