Losningsforslag till Tentamen, SF1633, Differentialekvationer 1
den 19 december 2016 kl 8:00 - 13:00.

For godkint (betyg E) krivs tre godkdnda moduler fran del I. Varje modulupp-
gift bestar av tre fragor. For att bli godkédnd pa modulen kravs riatt svar pa minst
tva av dessa fragor. Den som har godkédnd modul fran lappskrivning behéver inte
gora motsvarande moduluppgift nedan. Den som har tva godkdnda moduler, fran
lappskrivning eller tentamen, har mojlighet att komplettera.

Del II &ar avsedd for hogre betyg. Varje uppgift i del IT ger maximalt 4 podng. For
betyg A (respektive B, C, D) krivs 3 godkénda moduler samt 15 (respektive 11, 7,
3) poéng pa del II.

Hjialpmedel: Det enda hjédlpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen BETA: Mat-
hematics Handbook av Rade och Westergren.

OBS: For full podng kravs fullstéindiga, tydligt presenterade och val motiverade
l6sningar som &r litta att folja. Markera dina svar tydligt. Samtliga svar ska vara pa
reell form.

Del I

Modul 1. I denna uppgift ar a), b) och ¢) oberoende av varandra.

a) Bestdm de kritiska punkterna till ekvationen dy/dxr = y* — y samt klassifi-
cera dem med avseende pa stabilitet /instabilitet.
b) Los begynnelesevirdesproblemet
dy x
— =—— 0)=1.
¢) Bestdm den allménna 16sningen till ekvationen 3y’ 4 2y = 1.

Lésning:a) Vi har att gora med en autonom exkvation. De kritiska punkterna
gesav 0 = y> —y = y(y — 1), dvs y = 0 och y = 1. Teckenanalys ger att
yly—1) <0for 0 <y <1, ochy(y—1) >0 for y <0 och fér y > 1. Saledes
far vi foljande faslinje:

-—>—-——0)-<-—=1)—=>—-—=—
Vi drar slutsatsen att y = 0 &r en stabil kritisk punkt, och y = 1 &r instabil.

b) Ekvationen dr separabel och kan skrivas pa formen ydy = —zdz. Inte-
grering ger y?/2 = —x?/2 + C, som kan skrivas y*> = —2% + a, diir a = 2C &r
en konstant. Begynnelsevillkoret (y(0) = 1) ger 1 = a, dvs a = 1. Saledes har
vi y? =1 — 2% Eftersom y(0) = 1 > 0 véljer vi den positiva roten, och far

y=VvV1—22 —-l<z<l.

c) Detta ar en linjar ekvation. Ekvationen dr redan pa standardform, och

den integrerande faktorn #r e/24® = 2 Multiplicerar vi ekvationen med
denna faktor fas y/e?* + ye?* = €%*, som kan skrivas pa formen

d

% (yGQm) _ 62:17'

Integrering ger ye* = ¢2*/2 4 C, vilket kan skrivas y = 1/2 4 Ce**. Hér ir C
en godtycklig konstant.
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Modul 2. Betrakta differentialekvationen
¥ —2z(1+2)y +2(1+2)y =0, z>0.

a) Det &r latt att se att y = x &r en 16sning till ekvationen ovan (behover ej
verifieras). Bestam den allmédnna 16sningen till ekvationen.

b) Bestam tva linjért oberoende l6sningar y1, y» till ekvationen (pa intervallet
x > (), samt verifiera att de verkligen &r linjart oberoende.

c) Det &r latt att se att y,(x) = 1 &r en 16sning till den inhomogena ekvationen
22y —2x(1+2)y +2(1+2)y=22+2, x>0.

Bestdm den 16sning till denna inhomogena ekvation som uppfyller begynnel-
sevillkoren y(1) = 0,¢/(1) = 1.

Lésning: a) Vi ser att y; = x dr en 16sning. Vi anvénder reduktion av ordning,
dvs vi soker en 16sning y pa formen y = uy; = ux dar u = u(x) ska bestdmmas.
Derivering ger v = u + v’z och y” = 2u' + «"x. Insdttning i ekvationen ger
(efter lite forenkling) x*u” —2x3u’ = 0. Eftersom z > 0 kan vi dividera med x3
och far da v” —2u' = 0. Lat v = «’. Da kan denna ekvation skrivas v' —2v = 0.
Losningen till denna ekvation dr v = Ce?®, vilket ger oss u = c,e** + ¢, dér
c1, o ar konstanter. Saledes ar

Y= uxr = 12> + cox

en 16sning till ekvationen for varje val av konstanterna cy, co. Fran teorin vet vi
att detta maste vara den allmiinna l6sningen. (Eftersom y = x och y = xe*® #r
linjért oberoende pa intervallet x > 0, se b) nedan, sa vet vi att den allménna
16sningen maste vara y = c;we®® + cox.)

b) Vi sdg ovan att y; = = och y, = e dr tva losningar till ekvationen. Vi

visar nu att de ar linjart oberoende pa intervallet x > 0 genom att verifiera
att Wronskideterminanten &r skild fran noll dar. Vi har

2x
x xe .
- zi zfj T 1 2ze® 42| T 20%* £0, x>0,

c) Eftersom y;, = c12e?® + cox dr den allménna l6sning till den motsvarande
homogena ekvationen, och y,(x) = 1 ar en partikulérlosning, vet vi att den
allménna 16sningen till den inhomogena ekvationen &r

Yy =yn+yp = crze™ + cr + 1.
Begynnelesevillkoren ger
0=y(1) =cre® +cy+1
1=y (1) =c1(26* + €°) + ¢z
som ger oss ¢; = e 2 och ¢y = —2. Saledes &r
y=2e*?-2x+1

den sokta losningen till begynnelsevardesproblemet.



Modul 3. Lat
0, —m<z<0
-1

m, 0<z<m.

a) Beriikna f:s Fourierkoefficienter.
b) Anvind resultatet fran a) for att bestimma f:s Fourierserie.

c) Skissa Fourierseriens summa pa intervallet [—3m, 37]. Motivera svaret ge-
nom att referera till lamplig sats.

Léosning:a) Eftersom funktionen #r definierad pa intervallet (—m,7) sa ges
Fourierkoefficienterna av féljande'

agp _1 f() 1/ﬂ7rdx—7r

™

ay, = 1 /ﬂ f(z) cos(nz)dx = /Oﬂ cos(nx)dx = {

™ -

SlIl

1 =sin(nm) =0 for allan = 1,2,3,.
n

/f smnx)dx—/osmnx :l ]ﬂ Ln_l)n

b) Fourierserien ges av

o0

1—(—
+ Z a cos(nz) + b, sin(nz)) = = + Z sm(nx).

n=1

Eftersom 1 — (—1)" = 0 {or alla jaimna n kan serien skrivas

_+22k; sin((2k + 1)x).

c) Eftersom f och f’ ar styckvis kontinuerliga sa vet vi fran sats 11.2.1 att
Fourierserien konvergerar mot (f(z+) + f(z—))/2 i varje punkt —7 < x < 7.
Vidare vet vi att Fourierserien &r 2m-periodisk. Eftersom f &r kontinuerlig i
intervallet (0,7) och (—m,0), sa foljer att Fourierseriens summa ar f(x) = 7
for 0 <z < m, och f(z) =0 for —m < = < 0. Vidare, 2w-perodiciteten ger att
summan ar 7 for —27 < x < —7 och 27 < x < 37w, och 0 for —37 < x < —27
och m < x < 27. Slutligen, i punkterna —2m, —m, 0, 7, 27 sa ar seriens summa
(m+0)/2 = w/2. Rita figur.

Del 11

4. Los integralekvationen

y(t) + /Ot(t — 7)y(7)dT = sin 2t.

Losning: Vi anviander Laplacetransform. Notera att vi har att gora med en
faltning i vénsterledet, ndmligen faltningen av y(t) och g(t) = t. Transforme-
ring ger
Y(s)+ lY(s) _ 2
52 Cs24 4
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Detta ger
252
(s2+1)(s2+4)

Y(s) =

Partialbraksuppdelning ger att
252 8 2

(2+1)(s2+4) 3(s2+4) 3(2+1)

Inverstransform ger nu

(1) = Ssinot — 2sint
= — Sin — —SIn_t.
=3 3

. Betrakta systemet

/
Ty =T1 — DT

/
Ty =T1 — T2.

a) Bestdm en fundamentalmatris till systemet. (2p)
b) Los systemet under begynnelsevillkoret z1(0) = 1,22(0) = 0. (1p)
¢) Ar den kritiska punkten (0, 0) stabil eller instabil? (1p)

Lésning:a) Om vi later

w= () 4= )

sa kan systemet skrivas X’ = AX. Matrisen A har egenviardena A\ = +2i.
Vidare, v = (15’21.) ar en (komplex) egenvektor svarande mot egenvérdet A =
21. Alltsa vet vet vi att

X — pelit — 5 p2it
1 -2

ar en komplex l6sning. Vidare vet vi att real- och imaginédrdelen av denna
16sning ar tva reella och linjért oberoende l16sningar. Vi har

o2t _ 5 (cos 21 i sin 2t) — o cos 2t w o sin 2t
1—2i S \1—-2 ~ \cos 2t + 2sin 2t sin2t — 2cos 2t )’

Saledes,

X, = 5cos2t. Cox=( Hsin 2t
cos 2t + 2sin 2t sin 2t — 2 cos 2t

ar tva linjart oberoende (reella) losningar. Detta betyder att

5 cos 2t Hsin 2t
o(t) = (Xl () X2<t)) o (cos 2t +2sin2t sin2t — 2 cos 275)

ar en fundamentalmatris till systemet.
b) Eftersom X; och X, ér linjart oberoende sa kan den allménna l6sningen
till systemet kan skrivas

Hcos 2t Hsin 2t
C1X1 + CaXg = C (Cos 2t + 2sin Qt) T <sjn 2t — 2 cos 275)



Begynnelsevillkoret ger

() -x0=2()+=(%)

Detta ger att ¢; = 1/5 och ¢o = 1/10. Saledes &r

X—l 5 cos 2t N 1 5 sin 2t _ (cos2t + 2
" 5\cos2t+2sin2t) ' 10 \sin2¢ — 2cos2t) sin% '
den sokta losningen.

c¢) Eftersom systemet ar linjart, och matrisen A har rent imaginéra egenvérden,
sa vet vi fran teorin (Sats 10.2.1) att origo ar ett centrum, dvs (0,0) &r stabil
(men inte asymptotiskt stabil). Detta ser vi ocksa fran formen pa den allménna
l6sningen i b) ovan; samtliga l6sningar ar periodiska, och ju mindre |¢;], |ca],
desto ndrmare origo ror sig (z1(t), z2(t)).

I denna uppgift ar a) och b) oberoende av varandra.

a) Betrakta det autonoma systemet (2p)
r=1-y
y/ — Zl?2 o y2‘

Bestam samtliga kritiska punkter, samt avgér om de &r stabila eller instabila.

b) Genom att skiva om ekvationen z” 4 2x® = 0 som ett forsta ordningens au-
tonomt system, anvind lamplig metod for att avgéra om den kritiska punkten

(0,0) &ar stabil eller instabil. (2p)
Losning: a) De kritiska punkterna ges av
1—y=0
22—y =0.

Forsta ekvationen ger y = 1. Insatt i den andra ekvationen fas 22 — 1 = 0
vilket ger x = £1. Alltsa, (£1,1) dr de tva kritiska punkterna.

Vi undersoker stabiliteten hos dessa punkter med hjalp av linjarisering.
Systemet ger oss Jacobianen

J(z,y) = (20x —_2131) '

I den kritiska punkten (1,1) har vi

J(1,1) = (3 :i)

som har egenvirdena A\ = —1 + 7. Eftersom realdelen ar negativ sa foljer att
den kritiska punkten (1, 1) &r stabil.
I den kritiska punkten (—1,1) har vi

s = (4 0)

som har egenvéirdena A\ = —1 + V3. Eftersom v/3 —1 > 0 foljer det att den
kritiska punkten (—1,1) &r instabil.



b) Om vi later y = 2’ kan ekvationen skrivas y' + 223 = 0, dvs v/ = —2a3.

Vi far alltsa systemet

2 =y

y = — 223
Linjarsering ger ingen information om stabiliteten i detta fall. Vi anvénder
fasplanmetoden. Vi far

dy 223

de vy
vilket kan skrivas ydy = —2x%dz. Integrering ger 3?/2 = —a*/2 + C, dvs
2t + y? = 2C dir C ar en konstant. For varje val av C' > 0 ér detta slutna
kurvor centrerade kring origo (och ju mindre C' > 0, desto ndrmare origo ar
kurvan). Vi vet att 16sningarna till systemet kommer att ligga pa dessa kurvor.
Saledes &r (0,0) ett centrum, dvs (0,0) &r en stabil kritisk punkt.

Anvand separation av variabler for att 16sa Laplace ekvation
Pu 0%u
o2 "o

pa omradet D = {(x,y) : 0 <2z < 1,0 <y < 1} med randvillkoren

u(0,y) = u(l,y) =sinmy, 0<y<1
u(z,0) = u(x,1) =0, 0<z<L1

0

Lésning: Vi soker forst 16sningar till ekvationen pa formen u(z,y) = X (2)Y (y).
Inséttning i ekvationen ger XY + XY” = 0 vilket kan skrivas (vi dividerar
med XY)
X// Y/
X Y
Eftersom hogerledet ar oberoende av z, och vénsterledet dr oberoende av y,
sa maste dessa tva uttryck vara konstanta, dvs
X// Y/
—_——— = >\
X Y
dédr A\ dr en konstant. Detta ger oss tva ekvationer
X"—AX =0, Y'+\Y =0.
Om X och Y uppfyller dessa ekvationer sa &r alltsa u(z,y) = X (2)Y (y) en
16sning till Laplace ekvation.
Vi fokuserar nu pa det andra randvillkoret, dvs u(z,0) = u(z,1) = 0,0 <
x < 1. For att detta ska kunna vara uppfyllt for 16sningar pa formen u(z,y) =
X(2)Y (y) som inte dr identiskt noll, maste vi ha Y (0) = Y (1) = 0. Vi soker
dérfor icke-triviala losningar till randvéardesproblemet

Y/ +AY =0, Y(0)=Y(1)=0.

For A < 0 har detta problem endast den triviala 16sningen Y (y) = 0. Antag
att A > 0 och 1t w > 0 vara sadant att w? = \. Differentialekvationen ovan
har da den allménna l6sningen

Y (y) = ¢1 coswy + co sinwy.
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Villkoret Y(0) = 0 ger att ¢; = 0. Villkoret Y (1) = 0 ger att 0 = ¢y sinw. Vi ser
alltsa att vi har icke-triviala 16sningar, Y (y) = co sinwy, precis da sinw = 0.
Detta dr uppfyllt da w = nm, n = 1,2,3,..., dvs da A\ = n?x2. For dessa
viarden pa A har ekvationen X” — AX = 0 den allménna losningen
X(z) = d1e"™ + doe™ """,
Alltsa, for varje n = 1,2, 3 &r saledes
un(z,y) = X(2)Y (y) = (01" + aze™"™) sin(nmy)

en 16sning till Laplace ekvation som uppfyller u(x,0) = u(z, 1).

Vi fokuserar du pa det forsta randvillkoret, dvs u(0,y) = u(1,y) = sinmy.
Vi undersoker om det finns en 16sning pa formen ovan som ocksa uppfyller
detta villkor. Fran randvillkoret ser vi att det verkar rimligt att séitta n = 1,
dvs vi undersoker om vi kan vélja konstanterna a;, och as sa att

u(z,y) = X(2)Y (y) = (1™ + age” ™) sin(my)

uppfyller u(0,y) = u(1l,y) = sinmy. I sa fall r detta den sokta losningen. Vi
far villkoren

sinmy =u(0,y) = (a; + a2) sinmy

sinmy =u(l,y) = (a1€” + aze” ") sinmy.
dvs a; + as = 1 och a1€™ + age™™ = 1. Detta ger a; = (1 —e ) /(" —e™7)
och ag = (e" — 1)/(e™ — e~ ™). Saledes &r

1—e™" T e’ —1 —7x :
u(z,y) = <me + prmp— ) sin(my)

den sokta losningen till det givna problemet.

Lat vy, y2 vara tva linjart oberoende l6sningar till ekvationen

y'+ Px)y + Q(x)y =0, ze€l.

a) Visa att (3p)
Y1ys — Y2y
P(zr) = — 2222 22
) = W )
Q) _Y1Ys — Yaur
W(?/h Y2)

dar W(y1,y2) & Wronskideterminanten av y; och ys.
b) Bestdm en ekvation pa formen (1) som har y; = = och y, = 2 som lésningar
da z > 0. (1p)

3

Lésning: a) Att y; och yo &r 16sningar betyder att vi har
yi + P(@)y) + Q@) =0
Yy + P(z)yy + Qx)y2 = 0

Vi betraktar detta (for fixerat ) som ett linjért ekvationssystem, dar P(x) och
Q(x) ar de obekanta. Eftersom det dr givet att y; och ys &r linjirt oberoende
sa vet vi att Wronskideterminanten W (y1,y2) = 11yh — y2y; # 0 pa I. Om



vi nu multiplicerar forsta ekvationen med g, och den andra med —w;, och
adderar ekvationerna fas

0= yiy2 + P(x)y1y2 — yatn — P(x)ysm

vilket ger
Y1Ys — Yayi
Pla) = Z—=—".
Y1Y2 — Y21
Vi noterar att ndmnaren ar —W (y1,y2), sa vi kan allsta skriva
Y1ys — Yoyl
P(z) = ——/——".
Wy, 2)

Pa samma sétt, genom att multiplicera forsta ekvationen med g5 och den
andra med —y/, och addera ekvationerna far vi

/)

0= yivh + Q(x)y1yh — ysyy — Q(x)y2y}
vilket ger

mx:%%—%%:%%—%%
Y1y — Y2y Wy, y2)
b) Vi bestammer P och ) genom att anvinda formlerna fran a), med y; = «
och yo = 2. Vi har W (y1, y2) = x(32?) — 23(1) = 223 #£ 0 for x > 0, sa

T - 6x 3
P E— - __
() 223 x
1-6x 3
Q) = o3 12

Alltsa, vi far ekvationen

3 3
y”——y'+—2y=0.
xr xXr



