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Svara med motivering och mellanrdkningar. Tillatet hjélpmedel &r formelsamlingen BETA.

For godkind (betyg E) krivs tre godkdnda moduler fran del I. Varje moduluppgift inne-

haller tre fragor. Fér godkdnd modul kravs ratt svar pa minst tva fragor. Den som har tva
godkinda moduler har mojlighet att komplettera till godkéand.

Del II &r avsedd for hogre betyg. Varje uppgift i del II omfattar 4 podng. For betyg A

(respektivt B, C, D) krévs 3 godkinda moduler samt 15 (respektivt 11, 7, 3) poéng pa del II.

Moduluppgift 1.

Del I

En kall vinterdag tas en termometer in i rummet fran utsida av fonstret. Rumstem-
peratur dr +20°C'. Antar att Newtons uppviarmningslag géller d v s att uppvarm-
ningshastigheten ar proportionell mot temperaturdifferensen mellan omgivningen
och termometern.

1) Bestam differentialekvation for termometerns temperatur 7'(¢) efter ¢ minuter.
Ekvationen far innehalla en obekant konstant. Los erhallna ekvationen i allmén
form.

2) Antar att utetemperatur & —5°C och efter 10 minuter visar termometern
+15°C. Vad visar termometern efter 20 minuter?

3)Forklara varfor termometerns temperatur blir samma som rumstemperatur ef-
ter tillrackligt lang tid.

Losning,.

(1) Fran uppvirmningslag hirleder vi att derivatan %X &r proportionell mot dif-

dt

ference 20 — T'(t) vilket ger oss differentialekvation
ar
dt

dar k ar nagon positiv konstant. Det ar en linjar ekvation. Vi skriver den om som

= k(20 = T(1)),

dr
— + kT = 20k
dt * ’

multiplicerar med integrerande faktorn ju(t) = e och vi far

% (e T(t)) = 20ke™.

Integrering ger oss eMT'(t) = 20e* + C och vi far 16sningen i allméin form

T(t) =20 + Ce™*.

(2) Begynnelsevillkor T'(0) = —5 ger oss C' = —25 och vi far T'(t) = 20 — 25¢ .
Insiittning att villkor 7'(10) = 15 ger oss e 1% = 1/5. Vi far da e 2% = 1/25
vilket ger oss T'(20) = 20 — 25/25 = 19°C.

(3) Vi utgar fran formeln T'(t) = 20 + Ce % Efter tillrickligt lang tid d v s

da t — oo far vi att e ¥ — 0 eftersom k dr positiv. Detta ger oss att T'(t)
konvergerar mot 20°C' vilket 4r rumstemperatur.



Moduluppgift 2.

Moduluppgift 3.

Undersok autonomt system av differentialekvationer

= —2x — xy;
y = —8y+uy.

1) Bestam alla kritiska punkter till systemet;
2) For varje kritisk punkt, ange om den &r stabil eller instabil;

3) Ange dven typ av fasportrétt av systemet néra varje kritisk punkt (Du behover
inte rita nagon bild).

Losning.

(1) Kritiska punkter motsvarar till bade hogerled &r noll. Vi far ekvationer

2z —z2y =10
—8y +xy = 0.

Losningarna till dem ar x = y = 0 eller x = 8, y = —2. Kritiska punkter ar (0,0)
och (8, —2).

(2),(3). Vi undersoker kritiska punkter m h av linearisering. Jakobimatris av

systemets hogerled ar
( —2-y -
7= ( Y -8+ ) '

I punkten (0,0) matrisen blir
-2 0
=35

Den har egenvirdena A\; = —2 och \y = —8. Tva reella negativa egenvirdena
visar att punkten (0,0) &r en asymptotiskt stabil nod.

I punkten (8, —2) Jakobimatris blir

J:(g'f).

Den har egenvéirdena \; o = £4. Tva reella egenviardena med olika teknar visar
att punkten (8, —2) ar en sadelpunkt. Den &dr instabil.

Funktionen f(x) = cosz definierad f6r x i intervallet
fourierserien pa detta intervall (d v s intervalets ling
fourierserien).

%) utvecklas i sinus-
ar halvperioden av

(0,
d 3

1)Hur ser ut erhallna fourierserien? Du behdver inte rékna koefficienter.

2) Rita graf av summa av erhallna fourierserien pa hela reella axeln. Grafen skall
omfatta minst tre perioder.

3

3) Bestdm summa av erhallna fourierserien i punkter z = °F samt r = —.

Losning.



(1) Hela perioden av serien dr 7" = w. Enligt uppgiften innehéaller serien endast
sin-termer. Detta ger oss serien i form

S(z) = Z by sin(2kzx).
k=1

(2) For att rita grafen utgar man fran funktionen y = cos x pa intervallet (0, 7/2).
Dérefter speglar man grafen m av pa origo for att fa en udda funktion som
motsvarar sinus-fourierserier. Till slut forskjuter man erhallen kurva periodiskt
léngst x-axeln med perioder 7, £27 0 s V.

(3) Vi har p g av periodiska egenskaper av S(x) och egenskap att S(z) ar en udda
funktion

3T m T s 1
S(z) = S(_Z> = _S(Z) = —COS(Z) = —E‘
I punkten x = —m summan &r diskontinuerlig. Vi far enligt egenskaper av fouri-
erserier 500 500 -
S(em) = () = 200 £502) _1-1_,
2 2
Del II

Los begynnelseviardesproblem i intervallet 0 < z < 7/2

{ @ tan - y(r) = f(o);

y(0) = 0.
Har ar . Y
—vV2,om0<zx<Z;
Jt(x):{6059(6)mﬂ<x<E )
’ 4= 2"
Losning.

Vi boérjar med ekvation

dy
%—tanx~y(x)—cosx— 2; y(0) =0

pa intervallet [0, 7/4). Det ar en linjér ekvation. Integrerande faktorn till den &r
_ e—ftanazdaz — elncosz

= COS T.

p(x)
Multiplikation med cos x ger oss
dy )
cosz - — —sing- y(z) =1—+v2cosz.
x

d

Vinsterledet &r derivatan 7-(coszy(x)). Integrering ger oss

y(z) - cosz = — 2sinz + C.
Inséttning av begynnelsevillkor y(0) = 0 ger oss C' = 0, varav

y(x) = L \ltana
cos T




(2p)

(2p)

pa intervallet 0 < z < 7/4.

Nu undersoker vi ekvationen pa intervallet [7/4,7/2). Ekvationen &r

j—i—tanx-y(x) =0

och begynnelsevillkor f6r den &r villkor i punkten = = 7 /4:

y(7r/4):< ‘ —ﬂtanm) :g\/é—\/i

COS T

z=n/4
Ekvationen 16ses som tidigare: multiplikation med cosx ger oss

d

—(cos =0

(eosy(x))
och integrering ger oss

y(x)cosx = D.

Inséttning av begynnelsevillkor y(mw/4) = %\/_ — /2 ger oss D = w/4 — 1 och vi
far 16sningen
w/4—1

COS T

y(@) =
pa intervallet [r/4,7/2).

Funktioner yi(x) = 14 2, yo(x) = 1+ 2z, ysz(x) = 1 + 32? dr losningar av
inhomogena differentialekvationen

y' +p(@)y +q(@)y = g(x), v >0,
1) Bestdm den allménna 16sningen av homogena differentialekvationen
y' +p@)y +q(x)y =0, = >0.

Motivera ordentligt!

2) Los ursprungliga inhomogena ekvationen med begynnelsevillkor y(1) = 2,
y (1) =-1

Losning.

1) Funktioner gi(z) = y2(z) — y1(z) = @ och ga(z) = y3(z) — y2(x) = 32% — 2z
ar tva losningar till homogena ekvationen. Dessutom, funktionerna g; och g &r
linjért oberoende (t ex kan man ridkna Wronskii determinant

r 312 -2

‘2?)9“@‘: Pk |y

vilket &r nollskilt pa intervallet (0, 00)). Alltsa utgor funktionerna g;(x) och go(x)
ett fundamentalt system av l6sningar till homogena ekvationen och den allménna
16sningen har form

yh(l’) = Clgl(l’) + ngg(l’) = Cll’ + 02(3132 — 21’)



(1p) 6.

(3p)

2) Vi soker 16sningen i form
y(r) = y1(2) + yu(x) = 1 + 2 + Oz + Cy(32% — 27).
Insdttningen av begynnelsevillkor ger oss ekvationer
24O +Cy =2 1+C, +4C, =1
varav C = 2/3, Cy = —2/3 och

y(z) =1+ 3z — 22°,

1) Bestdm Laplacetransform av funktionen

f(t):{o, 0<t<2

e 3t 2 <t

2) Anvéand Laplacetransform for att 16sa differentialekvation y” —y = f(t) med
begynnelsevillkor y(0) = 1, ¥/(0) = 0. Funktionen f(¢) dr samma som i fraga 1.

Losning.
(1) Vi anviider oss av definition av Laplacetransform:

o] [e%¢) —2s
F(s) = / e MeT dt = / e+t gy — 65
9 9 s+ 3

(2) Vi beteknar Laplacetransform av 16sningen med Y (s). Ekvationen efter lapla-
cetransform blir

s’Y(s) —s-1—0—Y(s) = F(s)

vilket ger oss

och

21 7 ° Gra=2-1)
Partiellbrakuppdelning av varje rationell brak ger oss

1212 o (18 18 1/4
Y(S)_s—1+s+1+e © 8—|—3+S—1_S—|—1 ’

Inverse Laplacetransform ger oss

1 1 1
y(t) = §et + ée*t +e® (—

—3-2) . -2 1 -2 _9
g¢ + 3¢ 1€ )Z/{(t )

déar U(t) ar Heavisidesfunktion.



1) Definiera begreppet fundamentalmatris av ett linjart system X' = AX.

2) Antar att systemet ovan har fundamentalmatris

et 3e*
(P(t) - ( 2€—t 562t :
Bestdm matrisen A av systemet.

Losning,.

(1) En fundamentalmatris &r en sadan n x n matris att dess kolonner &r n linjart
oberoende l6sningar till systemet.
(2) Varje fundamentalmatris ®(¢) uppfyller ekvation 228 = Ad(t) varav A =

dt
&(t)@_l(t). Matrisen ®(t) given i uppgiften ger oss

dt
db(t) [ —et 6
dt — \ —2e7t 10e%

_ —5et et
cI)(t) b= < 2 2 ) .

Multiplikation av erhallna matriser ger oss
17 -9
A= ( 30 —16 ) '

En strang ar inspand pa z-axeln sa att den har sina &ndar i punkter x = 0
och z = 7. Vid tiden ¢t = 0 befinner den sig i vila men utsitts for ett slag
med en stamgaffel. Detta ger striangen en begynnelsehastighet given av g(x) =
3sinx — sin 3.

och

Bestam forflyttningen u(x,t) av stringen under antagandet att den uppfyller
vagekvation
uy, = Lu” :
100 **

"

Losning,.
Vi formulerar forst randvillkor som skall anvindas tillsammans med vagekvation.
Stréngen #r fast i sina dndpunkter vilket ger oss villkor u(0,t) = u(m,t) = 0. Att

strangen befinner sig i vila vid t = 0 innebér att u(x,0) = 0. Till slut, villkor om
begynnelsehastighet innebér att u(x,0) = 3sinx — sin 3z.

Vi soker forst produktlosningar till vagekvation som uppfyller homogena randvill-
kor d v s funktioner u(x,t) = X (2)7T'(t) sadana att X (0) = X(7) = 0; T(0) = 0.
Insdttning av sadana u till vagekvationen ger oss

X (2)T"(t) = ﬁx”@)m).

Efter division med X (x)7'(t) far vi

T// (t) _ X”(.T)

1007 = Xy




Eftersom vénsterledet beror endast pa t och hogerledet beror endast pa x avgor
vi att bade leden skall vara konstanta. Vi far saledes tva ekvationer:

() = %OT(@; X"(x) = AX (2),

dér A dr nagon konstant.
Vi undersoker nu tre mojliga fall for konstanten A\: A > 0, A = 0 samt A < 0.

Om A\ = o? > 0 da ér l6sningen till ekvation X” = o?X
X(z) = C1e®® + Coe™ ",

Randvillkor X (0) = X(7m) = 0 ger oss att C; = Cy = 0 d v s det finns endast
triviala 16sningar u(z,t) =01 fall A > 0.

Om )\ = 0 d& har ekvationen
X"=0

16sningen X (z) = Cyx + Cy och igen randvillkor X (0) = X (7) = 0 ger oss att
C7 = Cy = 0 och det finns endast triviala 16sningar u = 0.

Om \ = —a?, da har ekvationen X” = —a?X 16sningen
X(z) = C) cos(ax) + Cysin(ax).

Villkor X (0) = 0 ger oss C; = 0. Dérefter villkor X () = 0 ger oss att « skall
vara ett heltal: @ = n och vi far X(z) = Cysin(nz). Annan ekvation 7" (t) =
—155 1 (t) = — 1551 (t) har 16sning

T(t) = Dy cos(n/10t) + Dysin(n/10t).
Randvillkor 7'(0) = 0 ger oss att D; = 0. Till slut, far vi produktlésningar

u(z,t) = Bsin(nzx)sin(n/10t).

Enligt superpositionsprincipeln, summan av tidigare erhallna 16sningar

u(z,t) = Z B, sin(nz) sin(n/10t)
n=1
16ser samma ekvation med homogena randvillkor. Det sista randvillkor u}(z,0) =
3sinx — sin 3x ger oss

Z Bnln_O sin(nz) = 3sinx — sin 3x.
n=1

Vi far hérifran att B; = 30, By = —% och alla 6vriga B, = 0. Detta ger oss svar

10
u(z,t) = 30sinz sin(t/10) — 3 sin(3x) sin(3t/10).



