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Modul 1.

SF1633, Differentialekvationer I

Tentamen, fredagen den 24 oktober 2014, 16sningaforslag.

Del I

En liten méngd av ett radioaktivt &mne togs in i ett laboratorium for ett experi-
ment. Amnet sénderfaller enligt lagen for det radioaktiva sénderfallet som siger
att sonderfallshastigheten &r propotionell mot &mnets massa. Efter 1 timme blev
amnets massa 24 gram och efter 2 timmar blev &mnets massa 16 gram.

(a) Bestdm ekvation som uttrycker &mnets massa som funktion av tiden. Vad &r
ursprungliga massan av amnet?

(b) Bestdm &mnets massa efter 3 timmar.

(c) Bestdm halveringstid av &mnet d v s den tiden efter vilken hélften av en given
méngd av amnet sonderfaller.

Losning.

(a) Vi betecknar med M (t) massan av &mnet efter ¢ timmar. Att sonderfallshas-
tigheten &r propotionell mot &mnets massa innebér att funktionen M (¢) uppfyller

differentialekvationen
dM

dt
dér k£ ar nagon konstant. Det ar en separabel ekvation, vi skriver om den som
dM — _F varav integreringen ger oss In M (t) = ¢ — kt och M(t) = Ce " (vi
betecknar C' = e°). For att bestdmma konstanter C' och k anvénder vi oss av
data i uppgiften. Vi har M (1) = 24 och M (2) = 16 vilket ger oss ekvationer

= _kM(t)a

Ce % = 24; Ce 2 = 16.

Division av den férsta ekvation med den andra ger oss ef = 3/2 varav k = In(3/2).
Inséttning av e=* = 2/3 till forsta ekvationen ger oss C' = 36. Vi far

M(t) = 36e7* diar k=In(3/2).

Ursprungliga massan av dmnet dr M (0) = 36.

(b) Efter 3 timmar far vi

2\° 32
M(3) = 36e216/2) = 36 . (§> _ 2

(c) Halveringstid T" uppfyller sambandet M (¢+7) = M (t) vilket ger oss ekvation
e " =1/2. Vi far kT =1n2 och

In2 In2
T="—=—.
k In(3/2)



Modul 2.

Undersok system av differentialekvationer X' = AX, déar

A:(éfg).

(a) Bestdm allmén 16sning till systemet.

(b) Origo &r en kritisk punkt for systemet. Vilken typ av fasportrétt har systemet
néra origo? Ar origo en stabil eller instabil kritisk punkt?

(c) En 16sning X(t) av systemet uppfyller begynnelsevillkor X(0) = ( _62 )

Vad &r beteendet av X(t) da t — 0o?

Losning,.

(a) Vi borjar med att bestimma egenvirdena och egenvektorer av matrisen A.
Karakteristiska ekvationen ar

O:¢MA—AD:‘1_A 2

— )2 _
o _3_)\'_>\ + 2\ — 15.

Den har rotter Ay = —5 och Ay = 3. Det &r egenvirdena av matrisen.

b
(A4 5I)vy = 0 vilket ger oss ekvation 6a + 20 = 0 (den andra ekvation for a,

b &r samma). Vi far v; = ( L

Den forsta egenvektor v = ( “ ) (den som hér till A; = —5) uppfyller ekvation

3 ) och detta ger oss den forsta losningen till

ursprungliga systemet

Xy (t) = e vy = e ( _13 ) .

Den andra egenvektor vy = < CCZ ) (den som hor till Ay = 3) uppfyller ekvation
(A —3I)vy = 0 vilket ger oss ekvation —2c¢ + 2d = 0 (den andra ekvation for ¢, d
ar ekvivalent till den). Vi far vy = ( } ) och detta ger oss den andra losningen

till ursprungliga systemet

Xy(t) = e¥vy = e ( i ) :

Allménna 16sningen &ér godtycklig linjar kombination av X; och Xo:

X@:Cmﬁ(jé)+@ﬁ(i).

(b) Egenvéirdena erhéalna i (a) &r reella och de har olika tecknar. Detta ger oss
att origo dr en sadelpunkt. Den ar instabil.

(c) Vi skall bestdmma sadana Cy och Cy att

a(h)re(i)=(3)



Modul 3.

Vi ser direkt att ¢} = —2 samt Cy = 0. Losningen blir

XUJ::—265t(<}3).

Eftersom e — 0 d& t — oo, avgor vi att X(¢) — 0 da t — oo.

En funktion y = 2z — 1 ar definierad pa intervallet —2 < 2 < 2. Funktionen
utvecklas i en fourierserie pa detta intervall.

(a) Vad &r utseendet av erhallna fourierserien? Bestdm koefficienten ay (6vriga
koefficienter behover inte berdknas).

(b) Vad &r summan av erhallna fourierserien pé intervallet 2 < x < 67 Vad &r
summan i punkten z = 67

(c) For erhallna fourierserien, visa att alla koefficienter a,, = 0dan =1,2,....
Forsok att undvika langa utrdkningar!

Losning.

(a) Intervallet har utseendet (—2,2) d v s (—p,p) med p = 2. Detta ger oss
Fourierserien

o0

F(z) = % + Z (an cos(%x) + by, sin(%x))
n=1

som har perioden T' = 4.

Koefficienten ag ar

1 2

-2

(b) Erhalna fourierserien har perioden 4. Om 2 < z < 6,da dr -2 < x — 4 < 2.
Ursprungliga funktionen y(x) i alla punkter i intervallet (—2,2) &r kontinuerlig
och deriverbar och konvergenssatsen ger oss att fourierserien i punkten x — 4
konvergerar till den ursprungliga funktionen. Vi far da

Flz)=F(zx—4)=2x—-4)—-1=22x—-9

1 intervallet 2 < z < 6.

I punkten = = 6 den 4-periodiska fotsattningen av y(x) ar diskontinuerlig. Kon-
vergenssatsen ger oss att summan blir

y(2—) +y2+)  y(2-)+y(—2+) 2-2—-1+4+2-(-2)-1
2 B 2 B 2
(6vergang fran y(2+) till y(—2+) behovs for att hamna i intervallet (—2,2) ).

F(6) = F(2) = =1

(c) Vi skriver om fourierserien som

||M8

(an cos( —1‘ )+ by sm(%x))
Eftersom ay = —2, far vi pa intervallet —2 < x < 2 ekvation

2 = f: (an cos(%x) + b, sm(%x))

n=1



d v s hogerled ar fourierserien av funktionen y = 2z. Eftersom den &ar udda, avgor
vi att alla koefficienter a, =0dan=1,2,....

Del II

Undersok ekvationen

2 2
y':—y+y—3, z > 0.
T x

(a) Los ekvationen tillsammans med begynnelsevillkor y(1) = 2.

(b) For 16sningen erhallen i (a), bestdm det storsta intervallet dar den &r defini-
erad.

(c) Bestdm sadana begynnelsevirdena yo att det finns en 16sning med begynnel-
sevillkor y(1) = yo definierad pa intervallet 1 < z < 0.

Losning.

(a) Det ar Bernoullis ekvation. Vi delar bade leden med y* och vi far

y 21 1

Y

ry a3

2

Vi infér den nya funktionen z(x) = 1/y(z). Vi far da 2’ = —y’/y? och ekvationen
blir
o2 1
2 —z=
x x

Det &r en linjar ekvation. Integrerande faktorn ar
ILL(QZ') _ ef%d:v _ 62111:1: _ 172.
Ekvationen blir efter multiplikation med den

d 1
e (22(z)) = -
Integreringen ger oss x?z(x) = C' —Inz varav z = (C' — Inz)/2? och

1'2

ylw) = C—Inz
Inséttningen av x = 1 och y = 2 ger oss 2 = % varav C' = 1/2. Den sokta
l6sningen ar

2

ylw) = 1/2—1Inz

(b) Formeln for 16sningen erhallen i (a) dr definierad for alla x sddana att > 0
ochInz # 1/2 d v s x # /e. Det storsta intervallet som innehaller begynnelse-
punkt zg = 1 och uppfyller sddana villkor ar 0 < x < \/e.

(c) Vi anvénder oss av formeln for allmén 16sning erhallen i (a):

ZL’Q

y(z) = -

—Inzx

Begynnelsevilkor y(1) = yo ger oss C' = 1/yy. Nu kommer tre olika fall:



Fall 1. yg > 0. Resonemang analog med den i (b) visar att det storsta intervallet
dér 16sningen #r definierad &r (0, /%), det &r ett dndligt intervall.

Fall 2. yo = 0. Vi far d& C' = oo och detta ger oss trivial 16sning y(z) = 0. Den
ar definierad Overallt.

Fall 3. yo < 0. Vi far 16sning

12

y(z) = m

Némnaren ar negativ och nollskild for alla x > 1 och 16sningen ar véldefinierad i
hela intervallet [1,0).

Svar i (c): yo < 0.

Ett system av linjara differentialekvationer X’ = AX har fundamentalmatris
2et 1
(t) = ( 5et 3 ) '

t
Bestdm allmén 16sning till inhomogena systemet X' = AX+F, dar F = ( % ) .

Losning,.

En av standarda egenskaper hos fundamental matris &r att den uppfyller ekvation
D'(t) = Ad(t).

Vi soker nu l6sningen av inhomogena systemet i form

och U = ®7'F = < —get ) Integrering ger oss

3t+C
U(t): ( —5€t+62 )’

déar C och Cy ar godtyckliga konstanter. Till slut far vi l6sningen

B B 6te’ 4+ 2C1e" — be' + Cy B
X(t) = 20U = ( 15tet + 5Chel — 15¢t +3Cy ) —

6te! — He' 2¢et 1
- ( 15tet—15et)+01(5et)+02(3)'



Klassificiera med avseende pa stabilitet de kritiska punkterna till ett plant auto-
nomt system svarande mot den icke-linjéra differentialekvationen

2 (t) — pa'(t) + pz(t) + z(t) = 0
for alla reella virden pa parametern .

Losning.

Vi infér en ny funktion y = 2’ si att y = 2” = pa’ — pa® — x. Detta ger oss
systemet

=y

y =y — pa’ — .
Kritiska punkter till det &r sddana punkter (z,y) att bade hogerled blir 0. Vi far
ett system av ekvationer

y=0
py — pr® —x = 0.
Inséttningen av y = 0 till den andra ekvationen ger oss z(uz? + 1) = 0. Om

(> 0 har den endast roten z = 0 och om g < 0 sa har den tre rétter x = 0,
r=4+/—1/p.

Alltsa, kritiska punkterna ér (0,0) om g > 0 och (0,0), (v/—1/1,0), (—/—1/1,0)
om p < 0.

Vi undersoker nu stabilitet av kritiska punkterna m h av linearisering. Funktio-
nalmatris av hogerled av vart system (d v s Jakobis matris) &r

0 1
J_(—3ux2—1 ,u)'

Vi undersoker forst origo som kritisk punkt. Jakobis matris i origo blir

0 1
J= ( ol ) .
Karakteristiska ekvationen for egenviirdena ar A\ — u)\ + 1 = 0. Egenviirdena &r

7 %
Mo =By (—)—L
279 2

Om p > 0 da &r ett av egenvirdena A\; = § + 4/ (%)2 — 1 antingen reelt och
positivt eller komplext med positiv reeldel. Detta ger oss att origo blir instabil
kritisk punkt for g > 0. Om p < 0 da ar bade egenvirdena antingen reella och
negativa (om p < —2) eller komplexa med negativ reeldel (om —2 < u < 0).
Origo &r en stabil kritisk punkt da (&dven asymptotiskt stabil). Om p = 0, da
ar egenvardena imagindra tal 4. For lineariserad system detta innebér att man
har en stabil centrum. Vi observerar att i detta fallet da p = 0 blir ursprungliga

systemet ett linjart system
=y
y = —x.

och samma resultatet att origo &r en stabil centrum géller d&ven for ursprungliga
systemet.



Nu underséker vi kritiska punkterna (\/—1/p,0), (—+/—1/,0) i fallet p < 0.

Jakobis matris blir
J— 0 1
=9 4
i bade punkter. Karakteristiska ekvationen for egenvirdena dr A\ — u\ —2 = 0

och egenvirdena ar
p A%
Ma=5 a4/ (5) +2
12 =5 5 +

Bade egenvéirdena ar reella och de har olika tecknar, detta ger oss sadelpunkt
som ar instabil.

Svar till uppgiften.

1. Om p < 0 da é&r kritiska punkterna (0,0) som &r stabil och (/—1/u,0),
(—+/—1/p,0) som é&r instabila.

2. Om p = 0 da finns det endast kritisk punkt (0,0) som &r stabil.
3. Om p > 0 da finns det endast kritisk punkt (0,0) som é&r instabil.

Funktioner x(t) och y(t) &r definierade for ¢ > 0 och de uppfyller ekvationer
t
z(t) = / y(u)e* = du;
0

(u)e" ™" du + e

<
—~

~
SN—

Il

|
[\)
O\“
8

Bestdm funktionerna x(t) och y(t).

Losning,.

Vi anvénder oss av Laplacetransform. Lat X (s) och Y (s) vara Laplacetransfor-

mer av de sokta funktioner z(¢) och y(t). Vi tar nu Laplacetransform av bade

ckvationer. Hogerled av den forsta ekvationen &r en faltning av funktioner y(t)
1

och e*. Efter Laplacetransform ekvationen blir X(s) = Y (s)-%5.

Integralen i den andra ekvationen &r en faltning av funktioner z(t) och e=* (OBS!
den andra funktionen #r INTE e’ utan e~ eftersom det star e** = e~(=% §
integralen!) Efter Laplacetransform den andra ekvationen blir

1 n 1
s+1 s—2

u—t

Y(s) =—2X(s)

Allsa, vi far ett system av algebraiska ekvationer

{ X(s) =Y(s):55;
Y(s) = —2X(s) = + 5.

s+1 5—2
Inséttningen av X (s) = % till den andra ekvationen ger oss
—2 1
Y(s)= —— =~ Y
)= Wiz
varav +1 +1
s s
Y(s) = h  X(s) = :
S o )= G- De=9



Partiellbrakuppdelningen ger oss

och ] 9
Y(s)=—+

s  s—1
Invers Laplacetransform ger till slut 16sningarna

1 3
x(t) = 5 2¢' + éezt och y(t) =2¢" — 1.

Los Laplaces ekvation % + % = 01 rektangeln 0 < x < 7, 0 < y < 2 med
randvillkor

ou ou
%(O,y) =0; %(W,y) =0; u(x,0) =0; u(z,2) =1— cos(4x).

Losning,.

Vi soker forst produktlosningar i form u(z,y) = F(x)G(y). Homogena radvillkor
%u(0,y) = 0 och 24(m,y) = 0 ger oss villkor F'(0) = 0 och F'(r) = 0. Villkor
u(z,0) =0 ger oss G(0) = 0.

Inséttningen av u(z,y) = F(z)G(y) till Laplaces ekvation ger oss
F'(2)G(y) + F(z)G"(y) =0
och division med F(z)G(y) ger ekvationen

F'(@) _ G'(y)
Flo) Gl

Eftersom véansterledet beror endast pa variabeln x och hogerledet beror endast
pa variabeln y ekvationen uppfylls endast nér bade leden &r samma konstant. Vi
far saledes tva ekvationer

F(x) G"(y)

Fo) Y G

Nu undersoker vi tre olika mojligheter for konstanten .

Fall 1: A = o? > 0. Ekvationen F”(z) = o?F(z) har allmén lésning F(z) =
Ce*® + De**. Understkning av randvillkor F'(0) = F'(7) =0gerossC =D =0
vilket innebér att detta fall ger oss endast triviala losningen u(x,y) = 0.

Fall 2: A = 0. Ekvationen F”(z) = 0 ger oss F/(z) = Dx + C och randvillkor
F'(0)=F'(mr)=0ger D=0dvs F(z) = C. Den andra ekvationen G"(y) = 0
ger oss G(y) = A + By och ransvillkor G(0) = 0 ger A =0d v s G(y) = By.

Alltsa | 1 fallet A\ = 0 produktlosningen &r u(z,y) = Agy (dar Ay = C'B é&r en
konstant).

Fall 3. A = —a? < 0. Ekvationen F”(z) = —a?F(x) har 16sningen

F(z) = Cy cos(ax) + Cysin(ax).



Randvillkor F’(0) = F'(r) =0 ger Co =0 och a =n =1,2,... dér n ar positiva
heltal. Alltsd F(x) = C, cos(nz). Den andra ekvationen G”(y) = o*G(y) ger oss
G(y) = B1e™ + Bye™* och villkor G(0) = 0 ger By = —By. Alltsa for a = n far
vi G(y) = B,(e" — e ™) och produktlosningen &r

u(z,y) = A, cos(nx) (e”y — e—ny)

(har A, = B,C,).

Nu anvander vi oss av superpositionsprincipeln. Summa av produktlosningar har
utseendet

u(z,y) = Aoy + Z A, cos(nz) (e — e ™).

n=1

Vi skall nu vilja koefficienter A, sa att det sista villkor u(z,2) = 1 — cos(4x)
uppfylls. Inséttning av y = 2 till formeln for u(z,y) ger oss

24, + Z A, cos(nz) (e — ") = 1 — cos(4x).

n=1

Den likheten dr mojlig om Ay = 1/2; Ay = —55—~—5 och A, = 0da n # 0,
n # 4. Hela 16sningen blir da

y  cos(4x) (e — =)
5 .

UJ(I)y) = 8 — 8



