Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer, den 26 oktober 2021 kl 08.00-12.00.

Pér Kurlberg (08-7906582) samt Kevin Schnelli (08-7907202).

Examinator
OBS

Inga hjidlpmedel, utéver de bifogade formelbladen, &r tillatna pa tentamensskriv-

ningen. Formelblad finns efter tentalydelsen. For full podng krévs korrekta och vél pre-

senterade resonemang.

1. (4p) Para ihop de linjéra systemen med motsvarande riktningsfilt (du behover inte

motivera svaret.)
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a4, bl, c2, d3.
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2. Betrakta systemet
.1',1 11 T
= ) 1
(2)-G )G 2

(a) (3p) Bestdm den allménna losningen.

(b) (1p) Bestdam en fundamentalmatris ®(¢) till systemet (1) sadan att

(0) = (é g’) |

Det karakteristiska polynomet A — 2\ — 3 = (A + 1)(\ — 3) har rétterna A\ = —1
och Ay = 3. Icketriviala losningar till de linjira ekvationssystemen (A — A1)z =0

och (A — \yI)x = 0 ges av egenvektorerna v, = <_12) och vy = (;)

a: Den allménna losningen &r

o(t) = cret (_12> +epet @) .

Vi soker nu l6sningar x1, x5 sa att x1(0) = ey och x2(0) = ey, vilket ger

nor=a () v o) = 1)

som ger a; = as = 1/2 samt

som ger by = 1/4,by = —1/4.
Vi far z1(t) = 1/2e* (_12) +1/2e% (;) och xo(t) = —1/4e™" <_12) +1/4e3 (;)
b: Om vi later ®(t) = (x1(t) x2(t)) far vi

O(t) = <€_t/2 +e¥/2 —et/4+ e3t/4> |

_e—t + e?)t e—t/2 _'_ egt/z

3. Ekvationen
22y +2xy —2y=0, x>0 (2)

har en 16sning pa formen y(z) = ax + b dér a, b ar konstanter.

(a) (1p) Finn en icke-trivial 16sning till ekvation (2).
(b) (3p) Bestam den allménna l6sningen till ekvation (2).
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Om y = azx + b far vi ¥ = a och y” = 0; inséittning i ekvationen ger z2 - 0 + 2za —
2(ax +b) = 0 och vi ser att b = 0 och, t.ex., att a = 1 ger en 16sning.

a: y1(x) = x ar en icketrivial 16sning.

Vi ansétter nu y = uy; = u-x, vilket ger vy = v’z +wu och y" = u”z+ 2u'. Inséttning
i ekvationen ger
(W' + 2u') 4 22 (u'z + u) — 2ur =0

vilket ger
W' +u'da? =0

Vi sdtter v = ¢’ och far ekvationen
v+ (4/x)v =0

som har IF e/ #/#dv = ¢4lne — 44 multiplikation med denna ger (vaz?*)’ = 0 och vi

far v = ¢y /2%, u = cy/23 och y = wu = ¢/2?

b: den allménna l6sningen ges av
y(r) = Ar + B/2*

déar A, B dr konstanter.

. (4p) Systemet

{Z—fzx(l—x—y)

W — ¥(3 -4y — 27).

har en kritisk punkt (a,b) som uppfyller @ > 0,b > 0. Bestam denna och avgor dess
stabilitet.

De stationéra punkterna fas genom att losa

l-2—-y=0 .

3—4y—22=0
elimination ger 3 — 4(1 — ) — 2z = 0 och vi far x = 1/2 som ger y = 1/2. Alltsa ar
a = b= 1/2 den sokta punkten.

Jacobianen ges av

Joy = (1 __2;/2_ ’ (3— 83/,_f 29:)/4)

och

= ()= (2 )

som har determinant (1 —1/2)/4 > 0, vilket ger att realdelen av bada egenvirdena
har samma tecken. Da sparet &r strikt negativt ser vi att bada egenvirdena har
strikt negativ realdel. Systemet dr saledes (asymptotiskt) stabilt.
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5. (4p) Anvind Laplacetransformen for att 16sa ekvationen

"y gy — sint, 0<t<m
Y Y 0, t>m

med begynnelsevirdena y(0) =0, ¢'(0) = 1.

Vi skriver ekvationen som y” + 4y = sin(t) + sin(t — 7)u,(t); Laplacetransform ger
da
1 677'('8

32+1+32+1

Y(s) = ﬁ (1 + 52—1+1(1 4 e”))

Partialbraksuppdelning ger

s%Y (s) — 1 +4Y (s) =

och

/(s> +1)-1/(s* +4) = (1/(s* +1) = 1/(s* +4))/3
och invers Laplacetransform ger

(t) = 1/2sin 2t + 1/3(sin(t) — 3 sin(2t)), 0<t<m
M7 1/2sin 2t + 1/3(sin(t) — Lsin(2t)) + L(sin(t — 7) — Lsin(2(t — 7)), t>7

som efter forenkling ger

3

%sith,t > .

1 1
ssint+ zsin2t, 0<t<7w
y(t)Z{ ’

6. Lat
0 - <x<0,
-}

sinry 0<zx<m.

och utvidga f till en 2m-periodisk funktion.

(a) (3p) Bestam Fourierserien for f.

(b) (1p) Vad &r Fourierseriens summa i = 57 /47

ap = %/OW sin(z) dx = % [cosz]y = 7((308(7‘() —1)=2/m.

1 [7 1

by = —/ sin®(z) dr = = [2/2 — sin(2x) /4]] = 1/2
7 Jo m

For n > 1 far vi (eftersom sin(x) - sin(nx) dr en jamn funktion)

1 [ 1 (7
b, = —/ sin(x) sin(nz) de = 2—/ sin(x) sin(nx) dz = 0
0 T J -z

™

eftersom {sin(nx)},>1 dr en ortogonal méngd pa [—m, 7].
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For n =1 far vi

™

1 K
a; = —/ sin(x) cos(x) dz
0
och genom att utnyttja att sin(z) cos(z) = sin(2x)/2 ser vi att [ sin(z) cos(z) dz =
1/2 [ sin(2x) da = 0.
For n > 1 far vi i
a, = —/ sin(x) cos(nx) dx
0

och integraltabell ger nu att

1 [cos((n —1)z)  cos((n+ 1)%‘)} "

=T 2 2(n+ 1)

0

Vi noterar nu att n udda ger att n + 1 &r jamna, och saledes &r a,, = 0 om n &r
udda (eftersom cos(2km) = cos0 =1 om k € Z.)

Om n ar jamn far vi

(S -G ) - e )

:(1/(n+1)—1/(n—1))/7T:_?2'%21_1
f(m)N%jL%sinx—%Z(f;g—T?

Eftersom f &ar kontinuerlig, och f’ ar styckvist kontinuerlig ger konvergenssatsen att
Fourierserien konvergerar mot f(57/4) = f(bn/4 — 27) = f(—3n/4) = 0.

b: Fourierserien konvergerar mot 0.

. (4p) Los Laplaces ekvation

u  O%*u
—+—=0, O<ax<l O<y<xl1
81’2 + 83/2 ) x 9 y
med randvillkor 3 3
U U
- =0, — =0, O<y<l1
8:17 x=0 7 aZL' =1 ’ Y

samt

u(z,0) = cosmz, wu(x,1)=cos2rx, 0<z<l.
Ledtrad: om L é&r linjar och du kan hitta g, us sa att L(uy) = f; och L(ug) = f5 sa
ar L(Ul + UQ) == f1 + f2.

Produktansatsen u(zx,y) = X (z)Y (y) ger ekvationen X"Y + XY” = 0, som vi kan
skriva om som

X'"/X =-Y"]Y = -\

dar M\ ar konstant.

5av 6



Bara triviala l6sningar fas da A < 0 medans A\ = 0 ger 16sningar pa formen X (x) =
Co.

Med A = w? > 0 far vi ekvationen X” + w?X, som har allmén lésning
X(z) = ¢r sin(wx) + co cos(wz).

Da X'(0) = 0 ser vi att ¢; = 0, och X'(1) = 0 ger att w = nr for nagot heltal n > 1.

Sammanfattningsvis, for varje heltal n > 0 far vi lésningen X, () = ¢, cos(nz)

(svarande mot A = 72n?.)

Vi skriver om Y” — AY = 0 som Y” — 7?n?Y = 0, som har den allména 16sningen
Y (y) = c1€™Y + coe™¥. Vi delar upp randvillkoren for u(z,0) och (z,1) i tva fall,
dér ena randvillkoret byts ut mot (tex) u(x,0) = 0, och 16ser dessa separat.

u(z,0) = 0 ger Y(0) = 0 vilket ger Y (y) = C'(e™¥ — e~ ™). Andra randvillkoret ger
u(x,1) = cos2mx, och vi ser att

627ry _ 67271'y

Ui (I’, y) = COS(27T,T)W

loser ekvationen, med Ou/0x = 0 f6r = 0 samt x = 1, och de modifierade rand-
villkoren uy(x,0) = 0 och uy(z,1) = cos(2mx)
Pa samma sétt ser vi att

eﬂ(y_l) — e_ﬂ—(y_l)

us(x,y) = cos(mz) p——

loser ekvationen, uppfyller du/0x = 0 for z = 0 samt x = 1, samt de modifierade
randvillkoren us(x,0) = cos mx och ug(z, 1) = 0.

Den sokta losningen ges av u = uy + ug, dvs

eﬂy — e_ﬂ—y eﬂ—(y_l) — e_ﬂ-(y_l)
u(z,y) = cos(2mrx) —————  + cos(mx)
eﬂ' — e*ﬂ'

e*ﬂ' — eﬂ'
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