Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer, den 21 oktober 2019 kl 08.00-12.00.

Par Kurlberg (08-7906582) samt Kevin Schnelli (08-7907202).
Inga hjalpmedel ér tillatna pa tentamensskrivningen. For full poang kravs korrekta

och vél presenterade resonemang.

Examinator
OBS

Tentalydelsen finns pa svenska och engelska. Dina svar kan vara pa svenska eller engelska.

Formelblad finns efter den engelska tentalydelsen.

1. (4p) Para ihop de linjéira systemen med motsvarande riktningsfalt.
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1A, 2B, 3C, 4D.

. (4p) Betrakta differentialekvationen

2(#) %x/(t) + e =o0. (1)

En 16sning ges av x;(t) = ¢, vilket latt kan verifieras.

Finn en andra, linjart oberoende 16sning till (1), och ange den allménna lésningen.

Vi gor ansatsen x(t) = c(t)xq(t) = c(t)t (reduktion av order). Inséttning i DE ger

() + 20 (1) — %c’(t)t - %c(t) + %c(t) 0,

1.e.
c”(t)t + c’(t) =0.

Om vi sitter u(t) := d(¢), far vi «'(t)t + u(t) = 0, som har 16sningen u(t) = ¢ /t,
med ¢; en godtycklig konstant. Integrering ger da

c(t) =crIn|t] + cq,

sa att x2(t) = citln |t| + cot. Dérfor &r en annan linjar oberoende losning till (1)
J?g(t) =tln |t|

Den allménna 16sningen till (1) &r

x(t) = citIn|t| + cot .

. (4p) Los, med hjilp av Laplacetransformen, begynnelsevirdesproblemet

y' +3y =13sin2t, y(0) =6,

fort > 0
. . 2 . o
Laplacetransformering ger sY — 6 +3Y = 13- = och vi far
6 26

13 13 D)
Partialbraksuppdelning ger

1 Sl s s
(s+3)(s2+4) 13's+3 s2+4 s2+4

)

som ger Y = 0o +2(—= + Z5 — 22). Inverstransformering ger da att

y(t) = 8¢~ + 3sin 2t — 2 cos 2t.
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4. Betrakta foljande tillvixtmodell

1 N(t)
N{@t)=Nt)|-—- ——F— t>0 2
O=30 (- rgp) . (20 )
dar N(t) > 0 ar storleken pa population vid tid ¢ > 0.

(a) (1p) Finn de stationédra losningarna till (2).

(b) (3p) Klassificera de stationéra losningarna m.a.p. stabilitet.

Ledtrad: Analysera rotterna till funktionen f(z) =z - (3 —z/(1 + 7)),

(a) Visoker nollstéllen till f(z) = z- (3 —x/(1+2?)). Ett forsta nollstélle &r z = 0.
Sa vi soker rotterna till g(z) == (2 — 2/(1 + 2?)), som &r = = 2 + /3. Dérfor
har (2) de stationira lésningarna N(t) = 0, N(t) = 2 —+/3 och N(t) = 24 /3,
t>0.

(b) Pa intervallet (0,2 —+/3) ar f(z) > 0, pa intervallet (2 —+/3,2++/3) ar f(z) <
0, och pa intervallet (2 + v/3,00) #r f(x) > 0. Sa de stationira losningarna
N(t) = 0 och N(t) = 2 4 /3 ér instabila, medan N(t) = 2 — /3 &r stabil.

. —4 2
5. LatA—(2 _1).

(a) (2p) Los begynnelseviardeproblemet
-/ — — 1
' = A€, Z0)= <1> .

(b) (2p) Bestam alla kritiska punkter till systemet &’ = A& och klassificera dessa
med avseende pa stabilitet.

(a) Egenvirdena ir rotter till A2 4+ 5) = 0 som ger A\; = —5 samt Ay = 0. Losning

. 2
av ekvationssystem ger att motsvarande egenvektorer (tex) ges av vy = (_1)
och vy = Nk Den allménna 16sningen ar alltsa pa formen

cle’5tv1 + Covo.

Initialvillkoret x(0) = (1) ger ett linjéart ekvationssystem med 16sningen ¢; =
1/5, co = 3/5. Losningen till begynnelsevirdesproblemet blir da

+(t) = (1/5)e (_21) +(3/5) G) .
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(b) Losningar till ' = Az = 0 ges av & = ¢ - v9, med vy som i del (a) och ¢ € R;
de kritiska punkterna bildar alltsa en linje som spénns upp av vs.
Lat w vara en kritisk punkt. Om z(0) = w + €;v; + vy ser vi att (notera att
vy, vy r ortogonala)

|z (t) — w|2 = |€16_5t?]1 + €9U9 + W — w|2 = |ele_5tvl + 62’02|2

= eje i ]? + &3|va]? < €] + € vo|?

for alla t > 0. Saledes, givet p > 0: om vi viiljer €, ey sa sma att e2|vy|? +
eslug]? < p? ser vi att |x(t) — w|* < p? géller for ¢ > 0, och dérfor géller
|x(t) — w| < p for alla t > 0. Alla kritiska punkter &r alltsa stabila (men inte
asymptotiskt stabila eftersom z(t) EJ gar mot w om ey # 0.)

Alternativt: rita riktningsfialt och notera att alla punkter pa linjen L, som
spanns upp av v, ar kritiska. For x ¢ L pekar riktningsfiltet mot den punkt
pa L som &r ndrmast z. Saledes kommer avstandet mellan en kritisk punkt w
och en 16sning x(t) alltid att avta, och systemet ar darfor stabilt.

6. Betrakta foljande randvéardesproblem for u(x,t),

Ou(z,t) _ O%u(x,t)

ot 2
u(z,0) =sin(Tx), z € [0,L],
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,

dér z € [0, L]. Randvérdesproblemet beskriver virmeledningen i en stav med léngd L,
med initial temperaturfordelning given av f(z), da bada &ndpunkterna halls vid
temperatur noll.

(a) (3p) Finn lésningen u(x,t).

(b) (1p) Bestam gransvirdet av temperaturférdelningen da ¢t — oo.

(a) Vi gor produktansatsen u(x,t) = X (z)T'(t). Insidttning i PDEn ger

T'(t) _ X'(x)

= konstant := —A\ AeR.
T(t) X(x) onstan , S

Genom att 16sa ekvationen for 7'(t) far vi
T(t) = T(0)e ™™,

déar vi nu véljer A > 0 sa att vi far en begridnsad 16sning om ¢ 7 oco. Sa vi
skriver A = a? och ekvationen for X (z) blir

X"(z) = —a*X(z),
som har den allminna l6sningen

X(x) = ¢ cos(ax) + cosin(ax) .
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Som produkt 16sning har vi nu
u(z,t) = X (2)T(t) = (¢ cos(A2x) + ¢y sin(A2x))T(0)e "
Nu kan vi utnyttja randvillkoret for att se att
. s ,ﬁt
u(z,t) = sin (zx)e z" a=

ar losningen till vart randvérdesproblem.

o2

(b) Om t oo, far vi u(xz,t) — 0, d limy ,oc e 22" = 0.

7. Betrakta den generella andra ordningens homogena linjéra ekvation
(1) +pB)T(H) =0,  teR, (3)

dér p : R — R &r en given kontinuerligt deriverbar funktion. Lat z1(t), z2(t) : R —
R vara tva linjart oberoende losningar till (3) och lat W (t) 1= a1 (t)xh(t) — 2 (t)z2(t)
vara den associerade Wronski-determinanten.

(a) (2p) Visa att W (t) satisfierar differentialekvationen

AW (¢)
dt

— ptW(t), teR. (4)

(b) (2p) Finn den allménna lésningen till (4).

(a) Vi berikna derivatan

som ar (4).
(b) Lat nu P(t) := fot p(s)ds, som &r en primitiv funktion till p(¢). Da far vi den
integrerande faktorn e’®) till (4). Dirfor ges losningen till (4) av

W (t) = W(0)e Jor()ds.




