Institutionen fér matematik, KTH

Maria Saprykina, Serguei Shimorin

SF1633, Differentialekvationer I, 18 augusti 2015

Losningsforslag

For godkénd (betyg E) kravs tre godkinda moduler fran del I. Varje moduluppgift innehéaller
tre fragor. For godkind modul krévs rétt svar pa minst tva fragor. Den som har tva godkinda
moduler har mojlighet att komplettera till godkéand.

Del II &r avsedd for hogre betyg. Varje uppgift i del II omfattar 4 podng. For betyg A

(respektivt B, C, D) krivs 3 godkinda moduler samt 15 (respectivt 11, 7, 3) poang pa del II.

MU 1.

MU 2.

Del I

En termometer tas inifran ett rum och ut dar utetemperaturen ar +2°C. Antar
att Newtons avsvalningslag géller d v s att avsvalningshastigheten ar proportio-
nell mot temperaturdifferensen mellan termometern och omgivningen. Efter 10
minuter visar termometern +8°C' och efter 20 minuter visar termometern +4°C'.

(a) Bestdm ekvation som uttrycker termometerns temperatur som funktion av
tiden. Los den erhallna ekvationen i allmén form.

(b) Bestam ursprungliga rumstemperatur samt temperaturen som visas av ter-
mometern efter 30 minuter.

(c) Utgéende fran losningen erhéllen i (a), forklara varfor temperaturen som
visas av termometern stabiliseras efter tillrackligt lang tid. Vad ar stabiliserade
temperaturen?

Losning,.

(a) Vi betecknar med 7'(t) temperaturen som visas av termometern efter ¢t minu-
ter. Avsvalningslagen formuleras da som formeln

dr
&= KT -2
dt ( )7

dar k > 0 ar nagon konstant. Denna ekvation kan 16sas antingen som en linjér
ckvation eller som en separabel ekvation. Losningen i allmén form ar 7'(t) =
2+ Ce ™™,

(b) Inséttning av virdena 7'(10) = 8 samt 7'(20) = 4 ger oss ekvationer
24+ Ce % =8 24 Ce ™ =4,

Vi avgér att €' = 3 och C' = 18. Detta ger oss ursprungliga rumstemperatur
T(0) =2+ 18 =20°C och T'(30) =2+ 18 - % = 2% = 2.666...°C.

(c) Formeln T'(t) = 2 + Ce ¥ erhallen i (a) visar att T'(t) — 2 da t — +o0
eftersom limy_, . e** = 0. Detta visar att temperaturen stabiliseras till utetem-
peratur +2°C' efter tillrackligt lang tid.

Undersok system av differentialekvationer X' = AX, déar

(1)



(a) Bestdm den allménna 16sningen till systemet.

(b) Origo &r en kritisk punkt for systemet. Vilken typ av fasportritt har systemet
néra origo? Ar origo en stabil eller instabil kritisk punkt? (Du behéver inte rita
nagon bild)

(c) Finns det nagon nollskild 16sning som uppfyller lim; ., X(¢) = 07 Ange en
sadan 16sning om den finns.

Losning.

(a) Vi borjar med att bestimma egenvirdena och egenvektorer av matrisen A.
Karakteristiska ekvationen &ar

O:det(A—)\I):‘ L=r 2

_\2

Den har rotter Ay = 3 och Ay = —3. Det &r egenvirdena av matrisen.

Den forsta egenvektor vi = ( Z ) (den som hor till Ay = 3) uppfyller ekvation
(A — 3I)vy = 0 vilket ger oss ekvation —2a 4+ 2b = 0 (den andra ekvation for

1 i :
) och detta ger oss den forsta 16sningen till

a, b dr samma). Vi far v; = < 1

ursprungliga systemet

ccl ) (den som hér till Ay = —3) uppfyller ekvation

(A + 3I)vy = 0 vilket ger oss ekvation 4¢ + 2d = 0 (den andra ekvation for c,

d ar samma). Vi far vo = (

Den andra egenvektor vy = (
_12 ) och detta ger oss den andra losningen till
ursprungliga systemet

Xy(t) = e 3tvy = 7 ( _12 ) :

Allménna 16sningen ar godtycklig linjar kombination av X; och Xa:

X(t) = Cye® ( | ) + Cye ( 4 ) |

(b) Egenvirdena erhalna i (a) ar reella och de har olika tecknar. Detta ger oss
att origo ar en sadelpunkt. Den &r instabil.
(c) Vi observerar att losningen Xs(t) erhallen i (a) uppfyller lim; o, Xo(t) = 0.
Detta ger oss nollskild 16sning
1
3t
().



MU 3.

En funktion y = 3z 4+ 1 ar definierad pa intervallet —1 < 2 < 1. Funktionen
utvecklas i en fourierserie pa detta intervall.

(a) Vad &r utseendet av erhallna fourierserien? Bestdm koefficienten ay (6vriga
koefficienter behover inte berdknas).

(b) Vad dr summan av erhallna fourierserien pa intervallet 1 < x < 37 Vad &r
summan i punkten z = 37

(c) For erhallna fourierserien, visa att alla koefficienter a,, = 0 dan =1,2,....
Forsok att undvika langa utrdkningar!

Losning.

(a) Intervallet har utseendet (—1,1) d v s (—p,p) med p = 1. Detta ger oss
Fourierserien

+ Z an, cos(mnx) + by, sin(mnx))

n=1

_ %
2
som har perioden 7' = 2.

Koefficienten ag ar

1
aoz/ (Bx+1)dx =2.

1

(b) Erhalna fourierserien har perioden 2. Om 1 <z < 3,dda dr -1 <z —2 < L.
Ursprungliga funktionen y(z) i alla punkter i intervallet (—1,1) &r kontinuerlig
och deriverbar och konvergenssatsen ger oss att fourierserien i punkten z — 2
konvergerar till den ursprungliga funktionen. Vi far da fér summan F(z)

Flx)=F(z—-2)=3(z—-2)+1=3x—-5

1 intervallet 1 < z < 3.

I punkten z = 3 den 2-periodiska fotsattningen av y(z) ar diskontinuerlig. Kon-
vergenssatsen ger oss att summan blir

_yA-)+y(4)  y(d-)+y(=1+)  3-14+1+3-(-1)+1

- = =1
2 2 2

(6vergang fran y(1+) till y(—1+) behdvs for att hamna i intervallet (—1,1) ).

(c) Vi skriver om fourierserien som

Z a, cos(mnx) + b, sin(mnx)) .

n=1
Eftersom ay = 1, far vi pa intervallet —1 < z < 1 ekvation

3r = Z (a,, cos(mnx) + by, sin(mnx))

n=1

d v s hogerled &r fourierserien av funktionen y = 3x. Eftersom den &ar udda, avgor
vi att alla koefficienter a, =0dan=1,2,....

Del II



(4p) 4.

(4p) 5.

Los differentialekvationen

4z, 0 <z < 1;
0, z > 1.

Y _gry= f@). dir f(z) ={

med begynnelsevillkor y(0) = 2. Losningen skall vara kontinuerlig och styckvis
deriverbar pa intervallet x > 0.

Loésning. Vi borjar med att 16sa ekvationen pa intervallet (0,1). Har har den
formen

dy dy
— —2ry=4dr & = =2 2).
o 2oy =du e o =20y +2)
Denna ekvation ar separabel. Vi separerar variablerna och integrerar: f e =

J2zdx < Inly+ 2| = 2? + C1, C; € R. Detta ér ekvivalent med y = Ce”* — 2,
C € R, C # 0. Vi anvander begynnelsevillkoret for att bestdmma konstanten:
2=y(0) =C -2« C = 4. Alltsa ges losningen till begynnelseviardesproblemet
i intervallet (0,1) av y(z) = 4¢*" — 2. Vi ska behova beréikna

lim y(x) =4e — 2.
z—1~
Vidare, 15ser ekvationen i intervallet (1,00). Hér har den formen % = 2zy. Ek-
vationen dr separabel. Dess allménna 16sning ges av In |y| = 22+ C) & y = Ce®
(C €R, C #0). Vi har:
lim y(z) = Ce.

z—1t

For att fa en kontinuerlig 16sning till begynnelsevardesproblemmet ovan, skall vi
vélja C sa att C'e = 4e — 2. Slutligen, den kontinuerliga 16sningen till BVP ges av

() = 469”2—2, O<z <1,
e = (de — 2)e” "1, x> 1.

Ett stim nagot orkesldsa mortar befinner sig i en sj6 med icke-stillastaende vatten.
Det strommande vattnet beskrivs av systemet

{ y(2 + 2);
dy_(I y)(1—z—y).

Bestédm vart mortarna skall bege sig for att fa lugn och ro. Detta ar liktydigt med
att man bestdmmer systemets kritiska punkter samt undersoker vilka av dem
som ar atminstone stabila. De kritiska punkternas typ behover ej anges.

Losning. De kritiska punkterna sokes ur systemet

{ y(2+x) =0;
(r—y)(l—z—y) =0
Den forsta ekvationen &r uppfylld om och endast om y = 0 eller x = —2.

For y = 0 blir den andra ekvationen z(1 —z) = 0 < (x = 0 eller z = 1). Detta
ger tva kritiska punkter: p; = (0,0) och ps = (1,0).



For © = —2 blir den andra ekvationen (=2 —y)(3 —y) = 0 < (y = —2 eller
y = 3). Detta ger tva kritiska punkter till: p3 = (=2, —2) och py = (=2, 3).

For att undersoka stabiliteten, berdknar vi systemets Jakobian i de kritiska punk-

terna.
B Y T+ 2
I(@.y) = <1—2x 2y—1)'

0

I punkten p; = (0,0) har vi: J(0,0) = 1

_21) . Egenvirdena ar reella och har

olika tecken. Denna punkt &r instabil.

I punkten po = (1,0) har vi: J(1,0) = (_01 _31) . Egenvérdena ar komplexa

(konjugerade) och har realdel —3 < 0. Denna punkt &r stabil.

I punkten p; = (=2, —2) har vi: J(z,y) = (_52 _05> . Egenvérdena ar reella och
negativa (—2 och —5). Denna punkt &r stabil.

3

I punkten p; = (—2,3) har vi: J(z,y) = <5 5

> . Egenvirdena ar reella och

positiva (3 och 5). Denna punkt &r instabil.

Undersok systemet X' = AX, dér

a-( 1),

(a) Bestam tva linjart oberoende 16sningar till systemet.

(b) Ange en fundamentalmatris av systemet.

(b) Los systemet tillsammans med begynnelsevillkor X (0) = ( _12 ) )
Losning.

(a). Matrisen A har egenviirden \; = A\ = 2. Vi far en egenvektor V' ur relationen

(A=-20)V = ( :i 1 )V = ( 8 >, vitar V = ( 1 ) Motsvarande 16sningen

till systemet dr X; = 1 et
Den andra losningen har formen X, = (Vt + P)e* dar P ér en losning till
(A —2I)P = V. Vi beriiknar: ( j 1 )P: ( 1 ) och tar P = < (1) ) Den

andra 16sningen ér alltsd X, = (Vi + P)e ( . j_ . ) o2t

- e te?t
(b). En fundamentalmatris dr ®(t) = (€2t (t+ 1)e2t> .
(c). Den allménna 16sningen ar X (t) = ®(¢)C = C1X; + (o X5 (dér C' = ( )
en vektor av konstanter). Vi soker en C' sadan att X (0) = ®(0)C = ( 12

)



(1p)

(3p)

Med ® som ovan har vi:

voc=( 1) (a)=(7)

| o (31 — 2)c™
vilket ger C; = —2, Cy = 3. Den sokta 16sningen ar X (t) = (3t +1)e )’

Funktioner y;(z) = 1422, yo(2) = 22+ 223, y3(r) = 2+ 2?4 23 16ser inhomogena
differentialekvationen y"(x) + p(x)y' (z) + q(z)y(z) = g(x).

(a) Bestdm den allménna l6sningen till homogena ekvationen

y'(x) +p(2)y (z) + q(w)y(x) = 0

(b) Anvénd variation av parametrar metoden och 16s annan inhomogen ekvation

y"(x) + p(x)y' (x) + q(x)y(z) = 22,

dér p(x) och ¢(x) dr samma som tidigare.

Losning. (a). Observera att skillnaden mellan tva losningar till en linjér inho-
mogen ekvation ar en 16sning till den motsvarande homogena ekvationen. Om yy,
Yo ar losningar till den inhomogena, har vi:

(y1 = 2)"(2) + p(2) (1 — v2) () + q(2) (Y1 — y2)(x) =

(1 (2) + p(x)yy () + q(x)y () — yo (2) + p(x)ys(z) + q(z)y2(z)) = g(2) — g(x) =0

Alltsd dr funktionerna f(x) = yo—y3 = 2°—2 och g(z) = yz3—y, = #3+1 lésningar
till den homogena ekvationen. Vidare, vet vi att 16sningarna till en linjar homogen
ekvation utgor ett vektorrum, dvs linjara kombinationer av sadana losningar &r
losningar. Lat t(z) = 3(g9(z) — f(z)) = 1, ta(z) = 3(f(x) + 29(x)) = 2*; dessa
tva funktionerna dr ocksa losningar till den homogena ekvationen.

De ér linjart oberoende: om vi antar att Cyy;(x) + Coya(x) = 0 for alla z, dvs
O 4 Cyz® = 0 for alla x, s& maste C; = Cy = 0.

(b). Vi soker 16sningen till den inhomogena ekvationen i (b) pa formen y(x) =
uy ()t () + ug(z)te(z) dar ti(z), to(z) ar som ovan, ui(z), ug(z) &r okinda
funktioner.

Deriveringen ger oss
y' = ulty + uhts + ugt) + uaty.

Enligt variation av parametrar metoden séatter vi kravet att
0 = ity + uhty = u) + 2°ul.

Detta ger oss y' = uit) + uath.

Nésta deriveringen ger oss

" ! 4/ ! 4/ " /1
- ultl + u2t2 + U]_tl + u2t2.



(1p)

(3p)

Efter inséttningen till inhomogena ekvationen y”(z) + p(x)y'(z) + q(z)y(z) = 2*
forsvinner alla termer med u; och us eftersom ¢; och t5 16ser homogena ekvationen.
Vi far

ult) + uhty = 2®

2 varav v}, = 1/3. Kravet v} + x?ul, = 0 erhéllet tidigare

vilket ger oss 3z?u}, = x
ger oss uj = —x°/3.

Detta ger oss till slut:

1 1
U1<ZZ') = —EIA -+ Cl, UQ(SL') = 51’ -+ 02.
Slutligen,
1 x? 1, 3
y(z) = uy(2)t1 (x) +us(z)ta(x) = 5% +C’1 e 3 +Coz® = 2% +C +Cha”.

Observera att vi har fatt den allménna l6sningen till ekvationen.

Operation J av integrering av en funktion definieras som J(f) = g, dar

:/:f(t)dt

(a) Visa att operationen J kan tolkas som en faltning av f med en viss funktion,
dvs J(f) = f*h. Ange funktionen h.

(b) Anvénd Laplacetransform och resultat av (a) for att hirleda f6ljande formeln:
om man integrerar n ganger da &r J(J(...J(f)...) = gn, dér

/f xn__tl dt.

Loésning. (a). Faltning av f och h deﬁnleras som f * h fo x — t)h(t) dt.
Man verifierar enkelt att f x h(z) = h* f(z) = [ f(t)h(z — t) dt V1 ser att for
funktionen h(x) =1 (for alla = > 0), J(f)(z ) f* h = J5 f(

(b). Pa samma sétt, J(J(f)) = f * h*h osv., och

Gu =TI J(f).. )= frhs-xh.

Vidare, Laplacetransformen uppfyller £L{f; * fo} = L{fi}L{f>}. Lat FF = L{f}.
Fran Beta, s. 315, far vi £{h} = £{1} = 1. Vi har:

Chga} = L{fwhon o} = {7} - LB} - £{0} = =

Fran Beta, s. 315, far vi

o () /f xn_—tl "



