Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer I, den 17 december 2018 kl 08.00-

13.00.

Par Kurlberg, 08-7906582.
Inga hjalpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.

Examinator
OBS

For full poéng kravs korrekta och vil presenterade resonemang.

egenvardena ger en hel del information.
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1. (4p) Para ihop de linjira systemen med motsvarande riktningsfilt (du behover inte
motivera svaret.) Anm
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1B, 2C, 3A, 4D.

2. (4p) Lat U(t) beteckna Heavisides stegfunktion. Los begynnelsevirdesproblemet

y' + 2y + 5y =U(t — 2)
y(0)=0, ¥'(0)=3

genom att anvinda Laplacetransformer.

Laplacetransformering (mha tabell) ger

s’Y —3+2sY +5Y =e */s

och vi far
3+ eF/s
~ (s2425+5)
Partialbraksuppdelning ger att
1 1 1 s+2

s(s?4+2s+5) 5Bs 5s2+2s+5

Tabell ger nu:
L' (1/(s* + 25 +5)) = 1/2e " sin(2t)

2
L™(1/s) =1, L_l(ﬁ) = e "cos2t + (1/2)e " sin 2t;
translationsregeln samt linjaritet ger nu
—t U(t—2) —(t—2) —(t=2) o
y(t) = (3/2)e "sin2t + T(l — (e cos2(t —2) + (1/2)e sin 2(t — 2)
eller
(t) = (3/2)e tsin 2t 0<t<2,
Y (3/2)etsin 2t + L(1 — (€27 cos(2t — 4) + (1/2)e? *sin(2t — 4) ¢ > 2.

3. Flervalsfragor (du behover inte motivera dina svar):

(a) (2p) Hur manga jamviktslosningar (dvs, konstanta 16sningar) har det autonoma

systemet
Y 22y - 3)(y + 3P
dx

i1,

. 2,

iii. 3,

iv. 4,

V. D.
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(b) (2p) Vilket av foljande alternativ dr en fundamental 16sningsméngd till syste-
met
y' =2y +2y=0:
i. {te', e},

ii. {e'cost,e'sint},
iii. {cost,sint},

iv. {tcost,tsint},

v. {e'cost+ e tsint,e " cost + e’ sint}.

a: 3st. b: {e’ cost, e’ sint}.

4. Betrakta systemet

dx

— =2r+vy
W_

dt

e (2p) Bestdm en fundamental 16sningsméngd till (1).

e (2p) Finn den allménna lsningen till (1).

2 1
-1 0
Gausseliminering ger att l6sningsrummet till (A — AI)v = 0 har dimension ett, och

Med A = ( ) ser vi att |[A — M| =\ =2\ +1 = (XA —1)2, dvs en dubbelrot.

1 D .
Spanns upp av v = (_1) Gausselimination ger nu att (A — I)w = v har l6sningen

o= (1)

En fundamental 16sningsméngd ges av vektorerna

1 1 1
T = Gt (_1) s To = tet (_1) + et (0> s

Den allménna losningen &ar da pa formen

() e ()04

(dar C4, Cy ér konstanter.)

5. (4p) Los begynnelsevérdesproblemet
vy +y =2y’ y(l) =1

samt ange existensintervallet for 16sningen.

Substitutionen y = y'=2 = 1/y ger v = (—1/u?)u’ leder till ekvationen
—zu' Ju? + 1/u = 2° Ju?

som kan skrivas om som
u'+ (—1/z)u=—zx
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—1/xde _ ,—Inzx

Integrerande faktor ges av e/ e = 1/z; multiplikation med denna ger

ekvationen
(wfo) = -1
som leder ger att
u=x(c—1x)=cr—a’
och séledes y = 1/u = 1/(cx — z?). Begynnelsevillkoret y(1) = 1 ger nu ¢ = 2, och
vi far att

1

Funktionen har singulariteter i x = 0 samt x = 2 och vi ser att existensintervallet
ges av I = (0,2).

. (4p) Loés véarmeledningsekvationen

ou 0%u
—=3—, O<z<l, t>0
ot Cox2 L t=
med randvillkor 3 3
Fo—o, & =0, t>o,
81: =0 893 r=1

samt
u(z,0) = 2cos(3mz) +4cos(brx), 0<zx <Ll

Ansatsen u(x,t) = X (x)T'(t) ger XT = 3X"T som leder till
T'/(3T) = X"/X = =\, X konstant.

Vi ser att 7" + 3AT = 0 har 16sningen T'(t) = ce 3.
For 1osningar till X” + AX delar vi upp i fall.

e \=0ger X" =0, dvs X = ax + b. Randvillkoren fér x = 0 och x = 1 ger att
a =0, och vi far den konstanta 16sningen X (x) = b.

o )\ < 0: vi skriver A = —a? och far ekvationen X” — a?X = 0 som har allmén
16sning pa formen X = c¢1e** + coe™** och X' = a(c1* — e **. Randvillkor
for x = 0,1 ger nu a(c; — cg) = 0 samt a(cre® —coe™) = 0 och vi ser att enda

1 -1 .
(eo‘ e“) # 0), dvs ingen

e A > 0: med X\ = o? far vi ekvationen X” + o?X = som har allméin 16sning pa
formen

mojligheten ar av = 0 eller ¢; = ¢3 = 0 (eftersom

icketrivial 16sning.

X = cjcosax + cpsinax

och X’ = a(—¢; sinax + ¢y cos ax); randvillkor for x = 0 ger X'(0) = 0 och
saledes co = 0. Om ¢; # 0 ger randvillkoret for x = 1 att sinax = 0, dvs
a=mnforn=0,1,2..., som isin tur ger att A\ = o? = 72n%.

—372n2t

Vi ser att u,(x,t) = e cos mnx satisifierar alla ekvationer férutom det

sista randvillkoret.
For att det sista randvillkoret skall vara uppfyllt later vi

0 292 o 9282 o2 o2
u(z,t) = 273 %" cos 3rat4e ™ 7 cos bra = 22 ! cos 3mr+de” " ! cos b
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7. (4p) En anharmonisk svéngning beskrivs av ekvationen
"+ 42— a2 =0,

dér o = x(t), t € R. Skriv denna ekvation som ett system. Finns det nagon stabil
kritisk punkt till detta system? Vilken typ av kritisk punkt &r det i sa fall?

Med y = 2’ far vi systemet
=y
Yy =232z —vy

Ekvationerna for stationira punkter, dvs 2’ = ¢’ = 0, blir da y = 0 samt 2®>—2x—0 =
0, dvs y = 0 samt z = 0, £2'/2, dvs punkterna

(0,0), (v/2,0), (—=v2,0)

0 1
32 -2 —1

0 1 0 1
J1=(_2 _1>, J2=J3=(4 _1>

Da det(J2) = det(J3) = —4 ser vi att varken (\/5, 0) eller (—\/5, 0) eller kan vara
stabil (nagot av egenvirdena maste vara positivt).

Det karakteristiska polynomet for J; r A2+ X —4 som har rotterna —1/24+/1/4 — 2
som bada har realdel —1/2. Saledes dr (0,0) en asymptotiskt stabil (spiral) punkt.

Jacobianen ges av J = ( ) ; insétting i de olika punkterna ger Jacobia-

nerna

8. (4p) Lat den 27m-periodiska funktionen f ges av
flx)=2% -—-m<z<n7

(a) Utveckla f i en Fourierserie.

f(x) =2* pa (—m, ) ger

1 ™

ag = —/ 2 dr = 27 /3.
™ —T

Da z? #r jamn far vi b, = 0 for alla n.

Vi ser nu att

s T
1 s nmr 2 9
ap = — T cos — dr = — T= cosnx dx
0

™ ™ ™

—T

(mha integraltabell)

2 [2xcosnz  nPx? —2 | Ty 4(=1)"
= — —+ siInnr| = — COSTN =
T n? n3 0 NP n?
Alltsa far vi .
A(=1)"
2 2
x ~7r/3+z_; 5 cosna
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(b) Anvdnd Fourierserien for att visa att
[e.e]

1
n? 6

n=1

Eftersom f &r styckvist kontinuerligt deriverbar, samt kontinuerlig i punkten
x = far vi

2 _ 2 . n __ 2
= f(7r) = 2% /6+ 5_1 5 COSNT =T —1)" =7°/3+ E_lﬁ
som ger att

=1

E ﬁ_ ]_/4 s —772/3)_77'/6

n=1
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