Matematiska Institutionen, KTH

Tentamen SF1633, Differentialekvationer, den 16 december 2019 kl 08.00-

12.00.

Par Kurlberg (08-7906582) samt Kevin Schnelli (08-7907202).
Inga hjédlpmedel ér tillatna pa tentamensskrivningen. For full podng kravs korrekta

och vil presenterade resonemang.

Examinator
OBS

Tentalydelsen finns pa svenska och engelska. Dina svar kan vara pa svenska eller engelska.

Formelblad finns efter den engelska tentalydelsen.

1. (4p) Para ihop nedanstaende tva-dimensionella system med motsvarande riktningsfélt.
Du behover inte motivera ditt svar.
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1C, 2B, 3D, 4A

. (4p) Los begynnelseviirdesproblemet

X'(t) = (_21 i) X(t), X(0)= @)

2 1
-1 4

till (A — 3I)v = 0 spénns upp av v; = (1 l)t och A ar ej diagonaliserbar. En

Med A = ( ) far vi det(A—AI) = (A—3)2, dvs en dubbelrot. Lésningsrummet

16sning till (A — 31)vy = vy ges av vy = (0 1)t. En fundamental 16sningsméngd till
differentialekvationen ges av

X1 (t) = vy, Xy(t) = te*v, + oy
och den stkta losningen ar pa formen
X = aXl + 6X27

insétting av X (0) = (1 2)lt gera=10=1.

: _ a1 3 (1 3 (0
Svar: X(t) =e (1 R B S

. (4p) Bestdm den allménna losningen, for > 0, till differentialekvationen

d
x—y—2yzx4

dx

e’ .

Vi skriver om den linjira ekvationen som j—z — (2/z)y = x%¢®; den integrerande

faktorn ges av 1/22, och vi far
(y/a?) = we”
som efter integrering (tex mha tabell) ger

y/2? = ze” — " + C.

Svar: den allminna lésningen ges av y = 2%e® — 2%e®* + C2?, C € R

. (4p) Bestdm alla kritiska punkter till systemet

der __ 5
w Tyt
dy _ .. __ .2
a v —Y

och klassificera dem (om mojligt) m.a.p. stabilitet.

Kritiska punkter #r 16sningar till y = 2° samt = y?; insittning ger y° —y =

y(y° — 1) = 0 som har lésningarna y = 0,y = 1. Alltsa éar (z,y) = (0,0) samt
(x,y) = (1, 1) kritiska punkter.
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. St —1
Jakobianen ges av J = ( 1 —2y>'

J0,0) = (1) o | som har egenvérdena +; vart linjériseringskriterium gar da ingen

information om punkten (0, 0).

Ja = ? :;), eftersom A\jA\g = det(J(l,l)) = —9 maste egenvirdena vara reella

med olika tecken. Punkten (1,1) &r saledes instabil.

5. (4p) Anviand Laplacetransformer for att l6sa ekvationen
y'(t) +4y(t) = 0(t = 1) +6(t = 3),

med initialvillkor y(0) =1, /(0) = 0, déir 6 &r Diracs delta-funktion.

Lat Y(s) := L{y}(s). Fran differentialekvationen far vi
5%V (s) —y/(0) — sy(0) +4Y(s) = e * +e7%.
Med %'(0) = 0 och y(0) = 1, har vi da

s 1 2 12

—s -

2149254 Togoiaf

Y(s) =
Invers Laplacetransform ger nu
y(t) = cos(2t) + %Sin(2(t U —1) + %sin(Q(t )t —3),
dér U(t — a) ar Heavisides stegfunktionen. Vi kan skriver l6sningen som

cos(2t) om(0<t<1,
sin(2(t — 1)) om1l<t<3,

1
2
cos(2t) 4 3 sin(2(t — 1)) + 5 sin(2(t — 3)) om 3 < ¢t.

6. a.) (2p) Betrakta funktionen f(z) = 22, for —1/2 <z < 1/2, och f(z+1) = f(x),
for alla # € R. Bestdm Fourierserien till f(x).

b.) (2p) Bestém konstanter a, b, sa att {1,z,3z% + bx + a} &r en ortogonal méingd
av funktioner med avseende pa skalarprodukten

(f.9) = /_1f(l’)g(x)dx

a.) Funktionen &r jimn, sa utvecklar vi i en cosinus serie: Med p = 1/2, ger en
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dubbel partielintegration eller formelblad, for n # 0,

1/2 1/2 (2 /
a, = 2/ 2% cos(2mnx)dx = 2/ 7 (M) dz

1/2 —1/2 2mn

o
= —4/_11//221’ (W) dz
V2 /cos(2mnz)\’
:4/1/2$((2<#)2)> dr |
12 cos(2mnx cos(2mnz)\ 1?2
A ()

dér vi anviindade att sin(mn) = 0. Nu har vi att [~ {/2 1 - cos(2mnz)dz = 0, sa
att

- {x (%ﬂ 1_/2 _ # (%Cos(ﬂn) - %cos(—ﬂn))

1/2

=5 cos(mn),

om cosinus dr jaimn. Dessutom har vi cos(nm) = (—1)". Darfor har vi

(n#0).

For n = 0, noterar vi att

1/2 2 12 21 1. 1
=2 2y = = / (Zae )=,
“ /1/2$ ’ S[I} -1/2 3(8Jr )

Fourierserien dr darmed ges av

Z cos(2mnz) .
72

n=1
Méngden ar ortogonal om funktionerna &r parvis ortogonala. Déarfér maste

gélla

1
/ 1-(32° + bx + a)dz =0,

1

och

1
/ z-(32° +br +a)dz =0.

1
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Forsta integralen ger

1 1
3 b
/ 1- (3:53 +bx + a)dx = <—:c4 + —2? + aa:) = 2a,
1 4 2 1
den andra ger
/1 (32° + bx + a)d (35+1b3+a2)1 0,2
x - (3z x+a)dr = (2”4 =bx” + =x =—-+4=b.
1 5 3 2 1 5 3

Diérfor far vi a = 0 och b = —%

7. (4p) Los vagekvationen

0’u  0%u
— = O<z<?2 t>0
otz Ox?’ v ’ -

med randvillkor

samt

dar
0 for 0 <z <1/2
flz) =<0 for 3/2 <x <2
1 for1/2<az<3/2.

Ansatsen u(x,t) = X (z)T'(t) ger
T")T = X")X = -\

Om A = 0 far vi X = ¢; + o, och randvillkoren X(0) = X (2) = 0 ger trivial
16sning.

Aven \ < 0 ger trivial 16sning (om X = ¢;e%® + ce™*® och a # 0 ger X (0) = X (2)
att Cl = Cy = 0)

Om X > 0 far vi
X = ¢;sin VAz + ¢ cos V.

Randvillkoret X (0) = 0 ger ¢, = 0; X(2) = 0 ger att ¢; sin /A2 = 0 och saledes ger
An = (mn/2)? 16sningen x,(x) = sin Ztx, for n ett heltal.

Ekvationen T" /T = —\,, ger nu lésningen
T = D;sin %t + Dy cos %t

och randvillkoret 77(0) = 0 ger D; = 0.

Vi far att w,(x,t) = sin(5tx) - cos(%t) dr en losning till den homogena delen av
systemet. For att 16sa randvillkoret u(x,0) = f(z) gor vi en udda utvidgning av f

till [—2,2] och finner motsvarande sinus-serie.
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Vi far

™ ) om n ir udda

om n ar jamnt
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